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À Celene 


PREFÁCIO 


Este livro baseia-se nos cursos de Cálculo ministrados aos alunos da Escola 
Politécnica da USP, do Instituto de Matemática e Estatística da USP e do Instituto de 
Ensino de Engenharia Paulista — IE EP. 

Os assuntos abordados neste volume sáo os de limite, derivada e integral de 
funções de uma variável real. 

O curso é desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados 
venham, sempre que possível, acompanhados de uma motivação ou interpretação 
geométrica ou física. As demonstrações de alguns teoremas ou foram deixadas para o 
final da seção ou colocadas em apêndice, o que significa que o leitor poderá, numa 
primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar. 

Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Física requerem, para suas 
resoluções, o conhecimento de equações diferenciais; por esse motivo, é importante 
que o aluno entre em contato com elas o mais rápido possível. Neste volume, no Cap. 
14, estudamos as equações diferenciais ordinárias de 1.º ordem, de variáveis 
separáveis, e as lineares de 1.º ordem. Deixamos para o início do Vol. 2 o estudo das 
equações diferenciais lineares de 2.º ordem com coeficientes constantes. Outros tipos 
de equações diferenciais serão estudados ao longo dos Vols. 2, 3 e 4. 

Para atender ao curso de Física, talvez haja necessidade de o professor ter que 
antecipar o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o capítulo sobre o 
estudo das variações das funções (Cap. 9) para ser estudado após o Cap. 14. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número suficiente 
para a compreensão da matéria. Procuramos dispor os exercícios em ordem crescente 
de dificuldade. Existem exercícios que apresentam certas sutilezas e que requerem, 
para suas resoluções, um maior domínio do assunto; deste modo, não se aborreça caso 
não consiga resolver alguns deles: tudo que você terá que fazer, nestas horas, é seguir 
em frente e retornar a eles quando se sentir mais senhor de si. Coloco-me à disposição 
para quaisquer esclarecimentos ou troca de ideias, tanto pessoalmente quanto por 
carta, aos cuidados da Editora. Ficaria, ainda, muito feliz em receber sugestões ou 
críticas visando a um aprimoramento do texto. 

Observamos que o 2.º Teorema Fundamental do Cálculo bem como as integrais 
impróprias serão vistos no Vol. 2. 

Na 4.º edição, foram incluídos dois capítulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia 
parte do Vol. 2, sobre aplicações das integrais ao cálculo de volumes de sólidos de 
revolução, de áreas de superfícies de revolução, de comprimentos de curvas, de áreas e 
comprimentos de curvas em coordenadas polares e de centros de massa; e outro, novo 
(Cap. 17), sobre Arquimedes, Pascal, Fermat e o cálculo de áreas. Três novas seções, 
sobre integração de funções trigonométricas, foram acrescentadas ao Cap. 12. A Seção 
12.9 (exercícios do capítulo) da edição anterior foi eliminada e os exercícios 
distribuídos pelas seções do capítulo. A Seção 1.8 (Princípio de Indução Finita) da 


edição anterior foi, também, eliminada e parte dela deslocada para a Seção 17.2. 

Nesta 5.º edição foram feitas uma revisão meticulosa do texto e correções de 
algumas falhas gráficas relacionadas ao texto e às figuras. 

Não poderíamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, às 
colegas Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É ainda com satisfação que agradeço ao 
colega Nelson Achcar pelas sugestões e comentários que muito contribuíram para o 
aprimoramento das apostilas precursoras deste livro. Finalmente, agradecemos à 
Editora LTC pelo excelente trabalho gráfico e pela forma cordial com que sempre nos 
tratou. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 


Material Suplementar 


Este livro conta com o seguinte material suplementar: 
= Manual de Soluções (restrito a docentes) 


O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se cadastre em: 
http://gen-io.grupogen.com.br. 


Ao 


x 


O 


GEN | Informação Online 
GEN-IO (GEN | Informação Online) é o repositório de materiais 
suplementares e de serviços relacionados com livros publicados pelo 
GEN | Grupo Editorial Nacional, maior conglomerado brasileiro de editoras do 
ramo científico-técnico-profissional, composto por Guanabara Koogan, Santos, 
Roca, AC Farmacêutica, Forense, Método, LTC, E.PU. e Forense Universitária. 
Os materiais suplementares ficam disponíveis para acesso durante a vigência 


das edições atuais dos livros a que eles correspondem. 
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NÚMEROS REAIS 


O objetivo deste capítulo é a apresentacáo das principais propriedades dos números 
reais. Não nos preocuparemos aqui com a definição de número real, que é deixada 
para o Apêndice 6. No que segue, admitiremos a familiaridade do leitor com as 
propriedades dos números naturais, inteiros e racionais. Mesmo admitindo tal 
familiaridade, gostaríamos de falar rapidamente sobre os números racionais. É o que 
faremos a seguir. 


1.1. Os NÚMEROS RACIONAIS 


a 
Os números racionais são os números da forma —. sendo a e b inteiros e b X 0; o 
y 


conjunto dos números racionais é indicado por Q, assim: 


Q = [ta b E Z.b+0! 
|b | 


no qual Z indica o conjunto dos números inteiros: 


Z= gos 21, O 2 oda 


Indicamos, ainda, por N o conjunto dos números naturais: 


N = {0, 1, 2, 3, ...}. 


Observamos que N é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de Q; isto 
é, todo número natural é também número inteiro, e todo inteiro é também número 
racional. 
. a C . . . . . . mm 
Sejam k e P] dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes racionais são 
? 


obtidos da seguinte forma: 


; ıd + bc 
E adi C 


b d bd 
a e ac 


b d bd 


A operação que a cada par de números racionais associa a sua soma denomina-se 
adição, e a que associa o produto denomina-se multiplicação. 
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O número racional E se diz positivo se a: b € N;sea-b E N e a # 0, então a se 
diz estritamente positivo. 

Sejam r e s dois racionais; dizemos que r é estritamente menor que s (ou que s é 
estritamente maior que r) e escrevemos r < s (respectivamente s > r) se existe um 
racional t estritamente positivo tal que s = r + t. A notação r < s (leia: r menor ou igual 
a s ou simplesmente r menor que s) é usada para indicar a afirmação “r < s ou r = s”. A 
notação r > s (leia: r maior ou igual a s ou simplesmente r maior que s) é equivalente 
a s < r. Observe que r positivo equivale a r > 0. Ser < 0, dizemos que r é negativo. 

A quádrupla (Q, +, -, <) satisfaz as seguintes propriedades (x, y, z são racionais 
quaisquer): 


Associativa 

(AD) A+ y)+2=x+(y+2) (M1) (xy) z = x (yz) 
Comutativa 

(A2) x+y=y+x (M2) xy = yx 


Existência de elemento neutro 
(A3) x+0=x (M3)x:1=x (1#0) 
Existência de oposto 


(A4) Para todo racional x existe um único racional y tal que x + y = 0. Tal y 
denomina-se oposto de x e indica-se por —x. Assim, x + (-x) = 0. 


Existência de inverso 


Para todo racional x 4 O existe um único racional y tal que x - y = 1. Tal y 


M4 ; ' aA. á x 
(M4) denominase inverso de x e indica-se porx !ou—. Assim,x-+x*= 1. 
X 


Distributiva da multiplicação em relação à adição 


(D) X(y + Z) = xy + xZ. 
Reflexiva 

(01) REM 
Antissimétrica 

(02) X<y € y<x=>x=y 


(leia-se: sex < y e y < x, então x = y ou x < y e y < x implica x = y). 


Transitiva 
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(03) X<yY € ys<z>xS<z. 
Quaisquer que sejam os racionais x e y 

(04) X<y0Uy<x. 
Compatibilidade da ordem com a adigáo 

(OA) XSYƏ>X+tZLSYy+Z. 


(Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo número, o 
sentido da desigualdade se mantém.) 


Compatibilidade da ordem com a multiplicação 
(OM) x<y e O<xz>xz<syz. 


(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo 
número positivo, o sentido da desigualdade se mantém.) 


Observação. Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e 
suponhamos que em [K estejam definidas duas operações indicadas por + e +; se a terna 
(K, +, -) satisfizer as propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4) e (D), diremos que (K, +, 
*) é um corpo. Se, além disso, em {K estiver definida uma relação (<) de modo que a 
quádrupla (IX, +, -, <) satisfaça todas as 15 propriedades anteriormente listadas, então 
diremos que (K, +, + <) é um corpo ordenado. Segue que (Q, +, -, <) é um corpo 
ordenado; entretanto, (Z, +, -, <) não é corpo ordenado, pois (M4) não se verifica. 

Os números racionais podem ser representados geometricamente por pontos de 
uma reta. Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da reta, um representando o 0 e 
o outro o 1. Tomando-se o segmento de extremidades O e 1 como unidade de medida, 
marcam-se os representantes dos demais números racionais. 


A | B 
a __HH AAA A _AA AA A A A _-0 A qe 
-3 — 2 —1 O sd 2 3 3 5 6 


Se o ponto P for o representante do número racional r, diremos que r é a abscissa 


de P. Na figura acima, = é a abscissa de A; 5 é a abscissa de B. 


Todo número racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todo ponto 
da reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que não tem 
abscissa racional, vejamos os seguintes exemplos. 


EXEMPLO 1. Seja a um número inteiro. Prove: (i) se a for ímpar, então a? também 
será ímpar; (ii) se a? for par, então a também será par. 


21 


Solução 


(i) Como a é ímpar, a é da forma a = 2k + 1, k inteiro. Então: 


a? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(21É + 2k) + 1; 


como 2k? + 2k é inteiro, resulta a? ímpar. 
(ii) Por hipótese, a? é par; se a fosse ímpar, por (i), teríamos a” também ímpar, que 
contraria a hipótese. Assim, 


apar>apar E 
EXEMPLO 2. A equação x? = 2 não admite solução em Q. 


Solução 


De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma fração irredutível 
p) 


Fon AE 
/ \ 


a a E 
— tal que | — | = 2; então: 
b ke 


e) 
as » ) 22 2 
— = 2 > a4 =2b4 > a4 par > a par, 


p? 


sendo a par, será da forma a = 2p, p inteiro; 


a? =2b?| 


So > 4p? = 2b? > 2p? = b?. 


e 
E! 


a 
Assim, b° é par e, portanto, b também o é; sendo a e b pares, a fração b é redutível, 
> 


contradição. E 


Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que não tenha abscissa racional. 


(P é a intersecção do eixo x 
com a circunferência de 
centro 0 e raio d.) 


0 1 P x 


Pelo teorema de Pitágoras, d? = 1° + 1° = 2 (veja figura acima); assim a abscissa de 
P deveria ser d que não é número racional (Exemplo 2). 
Admitiremos que todo ponto da reta tem uma abscissa x; se x não for racional, 
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diremos que x é irracional. O conjunto formado por todos os números racionais e 
irracionais é o conjunto dos números reais que será indicado por R. 


1.2. OS NÚMEROS REAIS 


Como dissemos na seção anterior, o conjunto dos números reais será indicado por 
R. R contém Q, isto é, todo número racional é um número real. Os números reais que 
não são racionais denominam-se irracionais. 

Em R estão definidas duas operações, adição (+) e multiplicação (+) e uma relação 
(<). A adição associa a cada par (x, y) de números reais um único número real indicado 
por x + y; a multiplicação, um único real indicado por x - y. As operações de adição e 
multiplicação definidas em R, quando restritas a Q, coincidem com as operações de 
adição e de multiplicação de Q; o mesmo acontece com a relação (<). 

Admitiremos que a quádrupla (R, +, -, <) é um corpo ordenado, isto é, satisfaz 
todas as 15 propriedades listadas na seção anterior: (A1) a (A4), (M1) a (M4), (D), 
(01) a (04), (OA) e (OM). Reveja tais propriedades. 

Os exemplos que damos a seguir mostram como obter outras propriedades a partir 
das já mencionadas. 


EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x, y, Z, W 


e, A >xF+2S<y+Ww. 


(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de 
mesmo sentido.) 


Solução 
Pela (OA) 


xsy>xt+tzsy+z 
ZRW>y+tTZRY?TMw. 


des 


Pela transitiva (03) 


x+tz= v+z| 
Ds E rSxtiz<y+y. 
vy+tz<y+w] i 
Portanto, 
“S y 
Ts soleil E 


Como observamos anteriormente, a adição associa a cada par de números reais um 
único número real; assim, se x = y ez = w, então x + z = y + w; em particular, se x = y, 
então x + z = y + z para todo z, o que significa que, somando a ambos os membros de 
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uma igualdade um mesmo número, a igualdade se mantém. 
EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, Z 
XFZ=ZY+Z=>X=y 
Solução 
Somando-se -z a ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem: 


(x +z) + (52) = Q +2) + (52). 


Pela associativa (A1), 


x + [z + (-2)] = y + [z + (72). 


Daí, 
x+0=y+0 
ou seja, 
X=). 
Assim, 


xtz=ytz>x=y. E 


EXEMPLO 3. Quaisquer que sejam os reais x, y, Z, W 


0O=x=<=y] ERRAR I 
e + >x S yw. 

0 = 7“ wÍ E 
(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido e de números 
positivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.) 


Solução 


- (OM) ; 3 
O<x<sy| XZ < yz | sa 
0=<z 


> => 4 
)<7<w) yz = yw) 


as 


Xz S yw. E] 


Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que podem ser 
obtidas das 15 anteriormente listadas e que nos serão úteis no decorrer do curso. 
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Quaisquer que sejam os reais x, y, Z, w, tem-se: 


A) X<ySx+z<ytz. 
b) z>067">0. 

c) 2z>06 -z<0. 

d) sez>0,x<y = xz< yz. 


e) sez<0,x<y += xz > yz. 


(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo número 
negativo, o sentido da desigualdade muda.) 


g)0<x<y Ss 0< de < EM 
y X 
h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condições abaixo se verifica: 
x<youx=youx>y. 
i) (Anulamento do produto.) 
xy=0=x=00u y=0. 
(Um produto é nulo se e somente se um dos fatores for nulo.) 
EXEMPLO 4. Suponha x > 0 e y > 0. Prove: 
Dx<y>x<y, 
J) x<y=x<y. 


2) x<yex <y. 


Solução 
Os x< 3 
1) 0 < i < , | x? < y?. (Veja item f do Exemplo 3.) 


2) Faça você. 


c) Por (a), x < y = x? < y”. Suponhamos, agora x° < y?; se tivéssemos x > y, por (b) 
teríamos x° > y?, contradição. Assim, x? < y? = x < y. Fica provado, deste modo, que 
quaisquer que sejam os reaisx>0ey>0 


x<yex?<y? E 


EXEMPLO 5. Resolva a inequação 
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DX+3<2x+7. 
Solução 


5x+3<2x +7 So Sx<Ix+t4 
S 3x< 4 


Sx<—. 


- 


Assim, xERIx< a! é o conjunto das soluções da inequação dada. E 


EXEMPLO 6. Estude o sinal da expressão x — 3. 
Solução 
x-3>06x>3;x-3=06x=3x-3<06x<83. 


Assim, x — 3 > 0 para x > 3; x — 3 < 0 para x < 3 e x - 3 = 0 para x = 3. Esta 
discussão será representada da seguinte forma: 


-0+ 


x-3 d. E 
3 


x+3 


x-2 


EXEMPLO 7. Estude o sinal de 


Solução 


= 
= = = a 0 ep + 
x — 2 ———— c. 
2 
FTA 
Parax< -3,x+3<0ex-— 2<0, logo, 5 >0. 
» ando 
+3 
Para -3<x<2,x+3>0ex-—2<0, daí, a 
Al 
x+3 
Parax>2,x+3>0ex- 2 > 0,logo, > 
Ez 
ES e AA DI iaa 
Para x = —3, = (); para x = 2, a expressão não está definida. 


x—2 x-2 
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(À = não existe.) 


Conclusão 
EFI 
s > 0 para x < —3 0ux > 2; 
2 
eta 
= < 0 para —-3 < x< 2; 
X2 
ES 
= 0 para x = —3. 
EZ 
A vo E Tal 
EXEMPLO 8. Resolva a inequação 4 < 0. 
à 
Solução 
e . 2 +1 
Inicialmente, estudaremos o sinal de a 
Xx ¿ 
— 0 + + + 
== == [a 
mk 
2 
s = 0 + 
E =- 
4 
2x +1 k A o A il 
—MMMMMMMMM>¿M>¿RIT(]+>+>++<2 
x— 4 
| 
— — 4 
2 
fa l A | . = 
Assim, i xERI E <x<d Í é o conjunto das soluções da inequação 


dada. m 


S b doe 
EXEMPLO 9. Resolva a inequação — - > 5. 
à io P 


Solução 
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=5 6 — > (x + —2) 
x +2 x +2 2 
3x -—-1—- 5x -— 10 
S = 0. 
x+2 
—2x — 11 
& =0 
x+2 


Multiplicando por —1 ambos os membros da última desigualdade, resulta: 
FA e el | 
dé 
x 2 


z. 
— — 0 + 
o 
— 2 
+ 0 — f + 
2x +11 | E 
x+2 
DER E- 
> 2 


2x | 11 
Assim, ETA <0 o M < x < —2. Logo, La ER |-— 
x+2 2 l 2 


o conjunto das soluções da inequação dada. 


CUIDADO! 


3x — 1 
x+2 


= 5 não é equivalente a 3x — 1 > 5 (x + 2)!! 


A equivalência será verdadeira para x > -2, pois, x > -2 > x + 2 > 0; 
multiplicando, entáo, ambos os membros da desigualdade por x + 2, o sentido se 


manterá; assim, para x > —2, 
3x = 1 
x+2 


25 Oo 3x-1>=5(x+2). 


Por outro lado, para x < —2, 
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Exercícios 1.2 


1. 


3x— 1,5 
3x LS 
red 


Ss 3x— 1S Sax + 2). (Por qué?) 


Resolva as inequações. 


a) 3x +3<x+6 
b)x-3>3x+1 
c)2x-125x+3 
d)x+3<6x-2 
e)1-3x>0 
f 2x+123x 


Estude o sinal das expressões. 


a)3x- 1 
b)3-x 
c) 2- 3x 
d)5x+1 
e) x= l 

i 
f) x+ 1) 2) 
g) pd 5 

x+2 
h) O > 

NA 
i) (Qx- D(3 — 2x) 
J) x(x— 3) 


D x(x- DOx + 3) 
m(= DÁ + x)(2 — 3x) 
n) x(x? + 3) 

0) (2x — 1)(x? + 1) 


p) ax + b, em que a e b são reais dados, com a > 0. 


q) ax + b, em que a < 0 e b são dois reais dados. 


3. Resolva as inequações. 
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2x — 1 l—x 


a) <0 b) = 0 
x+1 3—-x 
x —2 
c) ==) D- DETI 
3x +1 
sb —2 
e) = 0 fxQxr-bt=0 
2-— x 
2x — 1 
2) (x — 2x + 2)>0 h) po o 
x—3 
x x= 
i) <= 3 j) <= 
2x — 3 AL E 


Dil Da FDHS m) (Qx-— I(x-3)>0 


mOx—30é+1)<0 o) <0 


> a El 
4. Divida x? — a? por x — a e conclua que x? — a? = (x — a) (x? + ax + a°). 
5. Verifique as identidades. 
a) x?- a? =(x-— ax + a) 
b) x? — a? = (x — a) + ax + a?) 
c) xf — a? = (x - a)(x? + ax? + alx + a?) 
d) x? - @ = (x - ax + ax? + ax + ax + a?) 


e) x" — a" = (x - a)(x" 7} + ax" ram T? +... +a" ~’x +a" ~t) em quen #0 
é um natural. 


6. Simplifique. 
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a) b) 
x— x2 —4 
l 
4x4 — 9 =] 
Ue d) X 
2x +3 x sl 
l l l 
ps TT 
e) Y f X 9 
x—1 x—3 
l o l Y. ¿e 
y). 3 h x Pp 
x—s =p 
l 1 
=- j 
i) H p? 7 x$ = pî 
Ep =p 
l l 
2 — — 
Į ¡Co =a m x+h x 
h h 
(x + hy? — x (x + hy? — (x — hy? 
“===> a 
h h 


7. Resolva as inequações. 
a)x?-4>0 
b)x2-1<0 
C)x?>4 
d) x>1 


> 0 


g) (2x- 1x - 4)< 0 

h) 3xº > 48 

i) x? < r°, em que r > 0 é um real dado. 
J) x? > r°, em que r > 0 é um real dado. 


8. Considere o polinômio do 2.º grau ax? + bx + c, em que a % 0, be c são reais 
dados. 
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a) Verifique que 


y bo A e) 
axt +bx+c=a [x +— | — dez | em que À = b^ — 4ac. 
À a” 


b) Conclua de (a) que, se A > 0, as raízes de ax? + bx + c são dadas pela 


fórmula 
—b + yA 
x= ——., 
Za 
C a e pe == => | £ z 
) Sejam y, = Db+ vd ex = bo NÃ (A =0) as raízes de ax? + bx + c. 
2a 2a 
Verifique que 
b E 


AR IA AR 
a a 


9. Considere o polinômio do 2.º grau ax” + bx + c e sejam x, e x, como no item 
(c) do Exercício. Verifique que 


ax? + bx + c = a(x - x)(x — xo). 
10. Utilizando o Exercício 9, fatore o polinômio do 2.° grau dado. 


a) x? -3x +2 
b) x? -x-2 
c) x? -2x+1 
d) x’ -6x+9 
e) 2x? — 3x 

f) 2x?-3x+1 
9) x?-25 

h) 3x? + x - 2 
i) 4x?-9 

j) 2x?-5x 


11. Resolva as inequações. 


a) x*-3x+2<0 
b)x?-5x+6>0 
c) x?-3x>0 
d)x?-9<0 
e)x-x-2>0 


32 


A 3x +x-2>0 
9)x?-4x+4>0 
h) 3x?-x<0 

i) 4x?-4x+1<0 
j) 4x?-4x+1<0 


12. Considere o polinômio do 2.º grau ax” + bx + c e suponha A < 0. Utilizando o 
item (a) do Exercício 8, prove: 


a) se a > 0, então ax? + bx + c > 0 para todo x. 
b) se a < 0, então ax? + bx + c < 0 para todo x. 


13. Resolva as inequações. 


a)x2+3>0 
b)x2+x+1>0 
C)x+x+1<0 
d)x?+5<0 

e) (x - 3104 +5)>0 

f) (2x+1(x+x+1)<0 
9) x(x + 1)>0 

h) (1 - x)(x + 2x +2)<0 


y 2x-—3 
ye >0 
y“ +1 
1). ———2800 
x“+x+1 
14. Prove: 
5x +3 P A a 
EE =5 © 5x+3=5x* +1) 
x2 
15. A afirmação: 
24 +1 
[44 e x> XxX E .. 
para todo x real, x + 2, 22253 So x2+x+1> MX 2) 


s a 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 


16. Suponha que P(x) = ax" + ax” 7} + ... + a, -1 X + a, seja um polinômio de 
grau n, com coeficientes inteiros, isto é, ay % 0, a}, a», ..., a, São números 
inteiros. Seja « um número inteiro. Prove que se a for raiz de P(x), então a 
será um divisor do termo independente a,. 


17. Utilizando o Exercício 16, determine, caso existam, as raízes inteiras da 
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equacáo. 
D)x+2X+x-4=0 
b)x)-x2+x+14=0 
c) xf - 3x? + x? +3x=2 
d) 2x? -x° -1=0 
e) x+x+x-14=0 
DP x+3x?-4x-12=0 
18. Seja P(x) um polinômio de grau n. Prove: 


a é raiz de P(x) & P(x) é divisível por x — a. 


(Sugestão: dividindo-se P(x) por x — a, obtém-se um quociente Q(x) e um resto R, 
R constante, tal que P(x) = (x — 0) Q(x) + R.) 


19. Fatore o polinômio dado. 
a) x? +2x° -x-2 
b) xí - 3x? + x? + 3x -2 
c) x? + 2x? — 3x 
d) x? + 3x? — 4x — 12 
e) x? + 6x2 + 11x + 6 
fì x-1 


20. Resolva as inequações. 


a)x?-1>0 
b) x? + 6x? + 11x+6<0 
c) x*+3x?-4x-12>0 
d) x? + 2x? -3x <0 

21. A afirmação: 


“quaisquer que sejam os reais x e y, x < y e x° < y?” 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 


22. Prove que quaisquer que sejam os reais x e y, x < y S x? < y’. 


23. Neste exercício você deverá admitir como conhecidas apenas as propriedades 
(A1) a (A4), (M1) a (M4), (D), (01) a (04), (OA) e (OM). Supondo x, y reais 
quaisquer, prove: 


a)x:0=0. 
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b) (Regra dos sinais) 
(Ex) y = =Xy5 x (Ey) = =Xy5 (x) CY) = xy. 
0) x?>0. 
d)1>0. 
e)x>0=x*>0. 
f) (Anulamento do produto) 


xy=0=x=00u y=0. 
9)x=y sx=youx=— 
h)Sex>0ey>0,x=y"Sx=y. 


1.3. MÓDULO DE UM NÚMERO REAL 
Seja x um número real; definimos o módulo (ou valor absoluto) de x por: 


ia f x se xz0 
Az El O 


De acordo com a definição acima, para todo x, | x | > O, isto é, o módulo de um 
número real é sempre positivo. 


EXEMPLO 1. 
1) |5|=5. 
)I-3B|l="(3)=3. m 


EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real, 


|x 2 =x). 
Solução 
Sex>0,|x|=xedaí|x |? =x. 
Se x < 0, | x | = -x e daí | x |? = (=x)? = x°. 


Assim, para todo x real, | x |? = x°. 
Lembrando que ./q indica a raiz quadrada positiva de a (a > 0), segue do exemplo 
anterior que, para todo x real, 


EXEMPLO 3. Suponha a > 0. Resolva a equação 


|x|=a. 
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Solução 

Como|x|>0ea>0, 

|x|=as|xfP=a”. 
Mas | x |? = x”, assim 
|xl=asx=ae(x-a)(x+ta)=0s8x=aoux=-a. 
Portanto, 
|Ix|=asx=aoux=-a. E 

EXEMPLO 4. Resolva a equação | 2x + 1|=3. 


Solução 


lx+11=3 © ou Ss 4 ou 


Assim, 
|2x+1|=3=x=1l0ux=-2. E 


Sejam x e y dois números reais quaisquer. Definimos a distância de x a y por | x — y 
|. Sendo P e Q os pontos do eixo 0x de abscissas x e y, e u o segmento de extremidades 
0e1,|x-y|é a medida, com unidade u, do segmento PQ. 


u 
ť—v—— L 
0 1 x y 


De |x|=|x— 0 |, segue que | x | é a distância de x a 0. 
Seja r > 0; o próximo exemplo nos diz que a distância de x a O é menor que r se, e 
somente se, x estiver compreendido entre —r e r. 


EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que 
jx|<re-r<as<r, 
Solução 
|x|<re|x/<rex<r 


mas, 
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X<re(x-r(x+r)<0S-r<x<r. 
Portanto, 
|x|<re-r<x<r. E 
EXEMPLO 6. Resolva a inequação | x | < 3. 
Solução 
Pelo Exercício 5, 
[x[|<3=3-3<x<3, E 
EXEMPLO 7. Elimine o módulo em 
|x=p|<r(r> 0). 
Solução 
Ix-p|i<re-r<x-p<rep-r<x<p+r. 
Assim, 
Ix-p|<rep-r<x<p+r. 


(A distância de x a p é estritamente menor que r se, e somente se, x estiver 
estritamente compreendido entrep —rep+r.) m 


EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y 
xy] =|x]| y]. 
(O módulo de um produto é igual ao produto dos módulos dos fatores.) 
Solugáo 
lay É =) =x y =1x 81 y P= (1x1 1 y DA 
Como | xy |>0e|x||y|> 0 resulta 
Ixy l=|xl ly. 
Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que, para todo x real, 
x<|x|e-x<]|x|]. (Verifique) m 
EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais xe y 


[x+y]<]x]+]y]. 


37 


(O módulo de uma soma é menor ou igual a soma dos módulos das parcelas.) 


Solução 


Sex+ty20,|]x+y|=x+y<|x|+]y]. 
Sex+y<0,|x+y|=-&+y)=-x-y<|x|+[yl. 


Assim, quaisquer que sejam os reais x e y. 
|x+y|<|x|+|y| m 
EXEMPLO 10. Elimine o módulo em |x- 1 |+|x +21. 


Solução 


Parax<-2,x-1<0ex+2<0, assim 
[=1L]|+[x+2]|===1)- (+ 2)=-2= 1. 
Para -2<x<1,x-1<0ex+2>0, assim 
|x-1|+|x+2|=-(x-1)+(x+2)=3. 
Parax>1,x-1>0ex+2>0, assim 
|x-1|+|x+2|=(x-1)+(x+2)=2x+1. 
Conclusão 


ds sex <-—2 
Ix—-1l+Ix+2l=% 3 se-2<x<1l 


2x+1 sex=1l 


Exercícios 1.3 


1. Elimine o módulo. 


a) | =5 | + | -2 | 
b)|-5+8 | 
c)|-a|a>0 
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d)|a|,a<0 
e) | -a | 
f) |2a|-|3a| 


2. Resolva as equações. 


a) |x|=2 

b|x+1|=3 
c)|2x-1]|=1 
d)|x-2|=-1 
e)|2x+3|=0 
A |x|=2x+1 


3. Resolva as inequações. 


a) el 
b)|2x-1|<3 
dd [3x=11<=2 
d) 3x- 1<} 

3 
e)|2xX-1|<1 
p Ix-3]<4 
9) Ix|>3 
h|x+3|>1 
i) |2x-3|>3 
j) |2x-1|<x 
D |x+1|<|2x-1| 
m)|x-1|-|x+2|>x 


n|x-3|<x+1 
o)|x-2|+|x-1|>1 


4. Suponha r > 0. Prove: 
|x|>r&x<-roux>r 
5. Elimine o módulo. 


a)|x+1]+|x] 
b)|x-2|-|x+1]| 
c)|2x-1|+|x-2| 
d)|x|+|x-1|+|x-2] 


6. Prove: 
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[x+y]2/x1+|y]+xy 20, 
7. Prove: 


a) lx-y|2|xI-l|y] 
b)lx-ylzlyl-Ix] 
co) llxl=|y||<|x=y] 


1.4. INTERVALOS 


O objetivo desta seção é destacar certos tipos de subconjuntos de R, os intervalos, 
que serão bastante úteis durante todo o curso. 

Sejam a e b dois reais, com a < b. Um intervalo em R é um subconjunto de R que 
tem uma das seguintes formas: 


[a, b]= (xER |a<x<bj 
la, b[=1xER|a<x<bj 
la, b]=1xER|a<x<bj 
la, b[= (xER Ja<x<bj 
]-o0, a[ = {x ER |x<aj (o = menos infinito) 


Observação. -œ não é número, —oo é apenas um símbolo. 


]-oo, al] = (xE R |x<aj 
la, +| = (x € R |x > a) 
la, +oo[ = {x ER |x> aj 
]-00, +oo[ = R. 


Os intervalos Ja, bl, ]-c0, al, Ja, +oo[ e ]-c0, +oo[ são denominados intervalos 
abertos; [a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a e b. 


EXEMPLO. Expresse o conjunto (x € R | 2x-— 3 < x + 1) em notação de intervalo. 
Solução 
2x-3<x+18x<4. 
Assim, 


(xER|2x-3<x+1)=]-0,4[. m 


Exercícios 1.4 


1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notação de intervalo. 


a) {x ER | 4x- 3<6x + 2) 
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b) x ER||x|<1) 
c) (xe R||2x-3|<1) 
DixeRl3x+1< a 


2. Determine r > O de modo que ]4 - r, 4 + r[ C ]2, 5[. (Lembre-se: A C BS A 
é subconjunto de B.) 


3. Sejam a < b dois reais e p € Ja, b[. Determine r > O de modo que Jp — r, p + 
r[ C Ja, bl. 


4. Expresse o conjunto das soluções das inequações dadas em notação de 
intervalo. 


a)x?-3x+2<0 
by) 2x — 1 
x+3 
C)x)+x+1>0 
d)x?-9<0 


>0 


1.5. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES E PROPRIEDADE DE 
ARQUIMEDES 


A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos números reais e cujas 
demonstrações serão apresentadas no Apéndice 1. 


Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja [a5, bo], [a,, b4], [a,, bo], ..., la,, 
b,], ... uma sequência de intervalos satisfazendo as condições: 


(1) [ag bo] D la,, b,] D [a,, b] D ... D la,, b,] D ... (ou seja, cada intervalo da 
sequência contém o seguinte); 
(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que 


b,= a, <F 


(ou seja, à medida que n cresce o comprimento do intervalo [a,, b,] vai 
tendendo a zero). 


Nestas condições, existe um único real æ que pertence a todos os intervalos da 
sequência, isto é, existe um único real a tal que, para todo natural n, a, <a < b,,. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y são dois reais quaisquer, então existe 
pelo menos um número natural n tal que 
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nx > y. 


EXEMPLO 


E 
1) Para todo x > O, existe pelo menos um natural n tal que — < x. 
n 
2) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 


Solução 


À ; Linza 
1) Como x> 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e, portanto, — < x. 
n 
(Observe: nx > 1 =n #0.) 


2) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal quen>x. m 
1.6. EXISTÊNCIA DE RAÍZES 


Inicialmente, observamos que se [a,, bol, [a,, b,], Las, bə], ..., [an b,], ... for uma 
sequência de intervalos satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos 
encaixantes e se para todo n, a, > 0 e b, > 0, então a sequência de intervalos [aĝ, bi A 
[a E bi 1, [az, b31, aa) [a?, bł], ..., também satisfará aquelas condições (verifique). 

Antes de apresentar o próximo exemplo, lembramos que por um dígito entendemos 
um natural pertencente ao conjunto (0, 1, 2, 3, ..., 9}. 


EXEMPLO 1. Mostre que a equação x? = 2 admite uma única raiz positiva a. 
Solução 
Seja A, o maior natural tal que 
Aj < 2 (Ag = 1) 
daí 
(Ap + 1}? > 2 (A4 + 1=2,2°> 2). 


Façamos, agora, ay = Ay € by = A, + 1. Seja A, o maior dígito tal que 
? 


li A e ” #2 
A + | < 2 (4, = 4; (1,4 < 2 < (1,535. 
| 10 ) 


Façamos: 


Assim, 


(Observe: a, = 1,4 e b, = 1,5). 


Seja A, o maior dígito tal que 


Aj A) m 2 i 2 
Ap +t— +—s | €2(4,=1;(1,41) <2<(1,42)). 
10  10* E 
Façamos: 
4 £ k £ + 
PR A A2 E. E A2 FA 
E 10 10* E 10 104 


(Observe: a, = 1,41 e b, = 1,42.) 
Assim, 


$, pes ) 
as <2< bs. 


Foto 


Prosseguindo com este raciocínio, obteremos uma sequência de intervalos [a,, bo], 
la, bi], ..., la, b,] satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos 


| 
encaixantes (observe que b, — a, = — e quando n cresce b, — a, tende a zero). 
n 


Assim, existe um único real a tal que, para todo n, 
a<a<b, 
e, portanto, 


JA V , 
Ga “a « bp. 


2 4 no. š . E, > es Y E, > 
Mas q” é o único real tendo esta propriedade, pois, [aj bj), [af, bil, ss La Dak 
... também satisfaz as condições daquela propriedade. Como, para todo n, 


l zJ 
aj <2< bi 
segue-se que q? = 2. Fica provado, assim, que existe um real « > O tal que q? = 2. 
Vejamos, agora, a unicidade. Suponhamos que 8 > O também satisfaça a equação; 


temos 


3 : 
a+ = 2| 
a 


p= 
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Teorema. Sejam a > O um real e n > 2 um natural. Então existe um único real q 


> 0 tal que a” = a. 


Demonstracáo. E deixada para o leitor [sugestáo: siga o raciocínio utilizado no 
exemplo anterior]. E 


Notação. Sejam a > O um real e n > 1 um natural. O único real positivo a tal que q” = a 
é indicado por 1 y, Dizemos que a é a raiz n-ésima (ou de ordem n) positiva de a. 


Sejam a > 0 e b > 0 dois reais, m > 1 en > 1 dois naturais e p um inteiro. 
Admitiremos a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das raízes: 


(D Ya Yb = ab 


(2) RI a? == My amp 


(3) Ya = "Ya 


(M)a<b & Ya < Yb. 


EXEMPLO 2. Seja a um real qualquer. Mostre que se n for ímpar, n natural, entáo 
existe um único real o” = a. 


Solução 


Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um único a > O tal que q” = a. Por outro 
lado, para todo f < 0, 6” < O (pois estamos supondo n ímpar). Segue que o a acima é o 
único real tal que q” = a. 

Se a < 0, existe um único real ß tal que f” = —a e daí (-B)" = a (lembre-se de que 
EP)" = —B”). Assim, —$ é o único real tal que (—B)” = a. 


Notação. Se n for ímpar e a um real qualquer, o único a tal que a” = a é indicado por 
ni E 
V a, 


EXEMPLO 3. Calcule. 

a) 3-8 b) 416 

Solução 

a) Ì—8 = -2 [(-2° = -8] b) 416 =2 
(Lembre-se: 4/16 indica a raiz positiva de ordem 4 de 16.) m 


EXEMPLO 4. Verifique que 
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a— b= (3a — Yy)Ha? + Yab + 3b? ). 
Solução 


—3 3 
a— b= ay — (by 
3 3 VEA 3 j 
=y -y (x= xa e y = Xb) 


= (x— y) (é TT y ) 


j F / e À EE 2! 
= El a - 3/b) (Sia? + sab + 3 b2). 


a—b= (Aa — aba? + Yab + Ñb? ). = 
Observação. Veja uma forma interessante de fixar a identidade acima: 
a? — b? = (a - b) (a? + ab + b?) 


agora, extraia a raiz cúbica de todos os termos desta identidade. 

Já vimos que a equação x? = 2 não admite solução em Q; como ./2 é raiz de tal 
equação, resulta que ,/2 não é racional, isto é, ./2 é um número irracional. 

Observe que x? = 2 ter solução em R é uma consequência da propriedade dos 
intervalos encaixantes; como esta equação não admite solução em Q, isto significa que 
o corpo ordenado dos racionais não satisfaz tal propriedade. Esta é a grande falha dos 
racionais. A grande diferença entre o corpo ordenado dos reais e o dos racionais é que 
o primeiro satisfaz a propriedade dos intervalos encaixantes e o segundo, não. 

Os dois próximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer sempre 
existem pelo menos um racional e pelo menos um irracional. 


EXEMPLO 5. Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Então, existe pelo menos 
um irracional t tal que x < t< y. 


Solução 

x é racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional. Temos 
x<yey-=x>0. 

Por Arquimedes, existe um natural n tal que 


l ; | 
6 PA A e 
n n 


E | | l 
Como — > 0, x < x + —; tomando-se t = x + — tem-sex< t< y 
n n n 
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com t irracional (a soma de um racional com um irracional é irracional). Suponhamos, 


ND) 
agora, x racional. Por Arquimedes existe um natural n tal que “2 < y-— y; 
n 


12 i : 
tomando-se ; = y + > tem-se x < t < y, com t irracional. m 
n 


EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Então existe pelo menos um 
racional r com x <r < y. 


Solução 
1.º Caso: 0<x< y 


Por Arquimedes existe um natural k, com k > y; ainda, por Arquimedes, existe um 
natural n tal que 


k 
reu e dl a 
n n 
a; $1 =f 
a, a 
— ay ep yy y 
0 a, x y k=a, 
k 2k 3k jk ae ; 
Sejam 4 = —, M =—, (3 = —, 00, 4j =—, ... Ap = k; seja j o maior 
n n n i n k 
índice tal que a; < x; assim a; ,, > x e como 4415 4+—<x+ (x= y, 


n 
resulta x < a; +; < y tomando-se t = a; , 1, tem-se x < t < y, com t racional. 


2.º Caso: x<0<y 
Basta tomar t = 0. 
3.º Caso: x<y<0 
xX<y<0S0<-y<-=x. 
Pelo 1.º caso, existe um racional s tal que 
-y < S < =X 


Portanto 


46 


ASES Y. 
com -s racional. 
4.º Caso: x=00u y=0 


Faça você. E 


Exercícios 1.6 
1. Prove que a soma de um racional com um irracional é um irracional. 


2. O produto de um racional diferente de zero com um irracional é racional ou 
irracional? Justifique. 


3. Prove que é irracional. 
a) 6 bDNZ2 +43 
4. ve 3/2 — 4/5 + 3/2 4 «/5 é racional ou irracional? Justifique. 


5. Verifique as identidades em quex>0e y > 0. 


at —Y= (NX — Y) (Nx + Jy) 


; ' 5 5 
b)x— y= Rx = Yy ) A x? EE 4 y + 4 xy + $ y ) 


6. Determine uma aproximacáo por falta, com duas casas decimais exatas, de 
y 
vão. 


7. Prove: se para todo r > 0, r real, | a — b | < r, então a = b. 


8. Sejam x, y dois reais quaisquer com x > 0 e y > 0. Mostre que 


A a a | 
l XV =< —— 
A F) 


9. Sejam x, y dois reais quaisquer, com O < x < y. Prove 
JY- x >Y- yx. 


10. Seja € > O um real dado. Prove que quaisquer que sejam os reais positivos x e 
y, tem-se: 


, E 
Ix— yl <e* >lYx — yy l<e. 


11. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 


3 


À RR ES 
YX >x] yx. 
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12. A afirmação: 


“para todo real x > 0, x > /y” 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


1.7. POTÊNCIA COM EXPOENTE RACIONAL 


mos. . = 
Sejam a > 0 um real e r = —.n > O, um racional. Definimos 
n 


m 


pam n 
d =ar =Ja”. 


Tendo em vista a propriedade (2) das raízes, segue que tal definição não depende 


da particular fração —, n > O, que tomamos como representante do racional r. 
n 


EXEMPLO 


a|n 
a 
1 
| 
nd 


»|—= 


a) 23 = 32 b) 5 3 =3/572 a 


Sejam a > 0 e b > O dois reais quaisquer e r, s dois racionais quaisquer. Das 
propriedades das poténcias com expoentes inteiros e das raízes seguem as seguintes 
propriedades das potências com expoentes racionais e cujas demonstrações são 
deixadas como exercícios: 


(1) a E as = a +s, 
(2) (ay = a”. 


a” = 
(3) E = a"s, 
a` 


(4) (aby = a'b”. 
(5) Sea > 1er < s, então a” <a. 


(6) SeO<a<1er<s, então a” > a. 
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2 


FUNÇÕES 


2.1. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES REAIS 


Entendemos por uma função fuma terna 
(A, B, a > b) 


em que A e B são dois conjuntos e a + b, uma regra que nos permite associar a cada 
elemento a de A um único b de B. O conjunto A é o domínio de f e indica-se por D, 
assim A = D, O conjunto B é o contradomínio de f. O único b de B associado ao 
elemento a de A é indicado por f(a) (leia: f de a); diremos que f (a) é o valor que f 
assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a. 

Uma função f de domínio A e contradomínio B é usualmente indicada por f: A HB 
(leia: f de A em B). 

Uma função de uma variável real a valores reais é uma função f : A+ B, em que A 
e B são subconjuntos de R. Até menção em contrário, só trataremos com funções de 
uma variável real a valores reais. 

Seja f: AH B uma função. O conjunto 


G= ((x fO) |x € A) 


denomina-se gráfico de f; assim, o gráfico de f é um subconjunto do conjunto de todos 
os pares ordenados (x, y) de números reais. Munindo-se o plano de um sistema 
ortogonal de coordenadas cartesianas, o gráfico de f pode entáo ser pensado como o 
lugar geométrico descrito pelo ponto (x, f (x)) quando x percorre o domínio de f. 


f 


| IR 


Observacáo. Por simplificacáo, deixaremos muitas vezes de explicitar o domínio e o 
contradomínio de uma função; quando tal ocorrer, ficará implícito que o 
contradomínio é R e o domínio o “maior” subconjunto de R para o qual faz sentido a 
regra em questão. 
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E usual representar uma funcáo f de uma variável real a valores reais e com 
domínio A, simplesmente por 


y=f(x), x EA. 


Neste caso, diremos que x é a variável independente, e y, a variável dependente. É 
usual, ainda, dizer que y é função de x. 


EXEMPLO 1. Seja y = f (x), f (x) = x?. Tem-se: 
a) D;= R. 
b) O valor que f assume em x é f (x) = xº. Esta função associa a cada real x o 
número real f (x) = x°. 
a O O 
d) Gráfico de f 


G= {x y) |y =X, xE RJ. 


Suponhamos x > 0; observe que, à medida que x cresce, y também cresce, pois y = 
x, sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 2? = 8; 3% = 27 etc.); 
quando x se aproxima de zero, y se aproxima de zero mais rapidamente que x ((1/2} = 
1/8; (1/3)? = 1/27 etc.). Esta análise dá-nos uma ideia da parte do gráfico 
correspondente a x > 0. Para x < 0, é só observar que f (-x) = —f (x). 


œ — h æ — æj o 


0 
di 
2 
| 
2 
Ak 
2 
l 
2 


| 


EXEMPLO 2. Seja fa função dada por f(x) = y x. Tem-se: 
1 D=ixeR|x>0). 

») f(4)= 4 = 2 (o valor que f assume em 4 é 2). 

) ft')= VP =. 

D) f(x+3)=/x+3, x>-3. 

>) Gráfico de f 


A função f é dada pela regra x + y, y = «/x. Quando x cresce, y também cresce, 
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sendo o crescimento de y mais lento que o de x (4'4 = 2, «16 = 4, «64 =8 etc.); 
quando x se aproxima de zero, y também se aproxima de zero, só que mais lentamente 


EXEMPLO 3. Considere a funcáo g dada por y = x . Tem-se: 
XxX 


1) .D,¿F1xER[|x 0) 


: sfl 
) Esta função associa a cada x # 0 o real g (x) = —. 


X 


:) g(x+h)= x*-nh. 


x+ h 
1) Gráfico de g 


e cl x ; : Ea 
Vamos olhar primeiro para x > 0; à medida que x vai aumentando, y = — vai se 
x 


. l l A : 
aproximando de zero (x = 10> y = — ; x = 100 y = — etc.); à medida que x 
l 10 l l 100 
vai se aproximando de zero, y= — vai se tomando cada vez maior 
x 
(x = 5>D)= 2; x = — y= 10; x = => y = 100 etc.). Você já deve ter 


uma ideia do que acontece para x < 0. 


l 
1 
E! 
2 
l 
l 
E! 
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EXEMPLO 4. Dada a função f (x) = -x° + 2x, simplifique: 
(x) — f (x + h) — f(x 
a) f(x) fa) b) f(x +h) IO) 
ill h 
Solução 


o LÍO-$0 _ (2 +2x)-1_ -—(x-1? 
A =) 5 
assim 


FOIE 
x — 1 


—(x-—1,x%1. 


Observe: f(1)=-12+2=1. 


2) Primeiro vamos calcular f (x + h). Temos 
f (x+h) =- (x +h}? + 2(x + h) = -x° - 2xh - h? + 2x + 2h. 


Então 
ti) _ =x? — 2xh —h? + 2x + 2h — (=x? + 2x) 
h h 
_ —2xh-— h? +2h 
h 
= —-2x — h+2 
ou seja, 
(x + — f(x 
IEN- IE 242,40. 
h E 


EXEMPLO 5. (Função constante.) Uma função y = f (x), x € A, dada por f (x) = k, k 
constante, denomina-se função constante. 


7) f(x) = 2 é uma função constante; tem-se: 
(i) D,=R 
(ii) Gráfico de f 
G= (x, fl) |x ER} = (x, 2)|x€ Ry. 


O gráfico de f é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2). 
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2 
2 
2 
2 
2 


| 1sex=>0 


EXEMPLO 6 Sga JERAT a 


Tem-se: 
1) D;=R 
2) Gráfico de f 


Observe que (0, 1) pertence ao gráfico de f, mas (0, —1) não. E 


EXEMPLO 7. (Função linear.) Uma função f : R > R dada por f (x) = ax, a 
constante, denomina-se função linear; seu gráfico é a reta que passa pelos pontos (0, 
0) e (1, a): 
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Se a=0, o gráfico de f coincide com o eixo x. m 


EXEMPLO 8. Esboce os gráficos. 


1) f(x)=2x. 

7) g(x)=-2x. 
) h(x)=2]|xl. 
Solução 


7) O gráfico de fé a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2). 


2) Primeiro eliminemos o módulo 


[f 2xsex=0 


cida |-2xsex<0 
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EXEMPLO 9. (Função afim.) Uma função f : R > R dada por y = ax + b,a eb 
constantes, denomina-se função afim. Seu gráfico é a reta que passa pelo ponto (0,b) e 
é paralela à reta y = ax. E 


EXEMPLO 10. Esboce o gráfico de f (x)= |x- 1|+2. 
Solução 


Primeiro eliminemos o módulo 
wan O E E ci e y EL SEA 
01 (7-1) +2 e hs ID=ZA +3 PEL 


Agora, vamos desenhar, pontilhadas, as retas y = x + 1 e y = -x + 3 e, em seguida, 
marcar, com traco firme, a parte que interessa de cada uma: 


>1,f(1)=x+1 
parax< 1,f(x) = —x +3 


para x 


Sempre que uma função for dada por várias sentenças, você poderá proceder desta 
forma. 


Outro modo de se obter o gráfico de f é o seguinte: primeiro desenhe pontilhado o 
gráfico de y = | x |; o gráfico de y = | x — 1 | obtém-se do anterior transladando-o para a 
direita de uma unidade; o gráfico de f obtém-se deste último transladando-o para cima 
de duas unidades. 
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EXEMPLO 11. (Função polinomial.) Uma função f : R + R dada por 
f(x) = apx" + ax"! +... +4,-¡X+4M,, 


em que a, % 0, a,, a», ..., a, são números reais fixos, denomina-se função polinomial 
de grau n (n € N). 


1) f(x) =x? — 4 é uma função polinomial de grau 2 e seu gráfico é a parábola 


O gráfico de uma função polinomial de grau 2 é uma parábola com eixo de 
simetria paralelo ao eixo y. 
2) g (x) = (x — 1)? é uma função polinomial do grau 3; seu gráfico é obtido do gráfico 
de y = xº, transladando-o uma unidade para a direita. 


c) f (x) = xf — 1 é uma função polinomial do grau 4; seu gráfico tem o seguinte 
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aspecto: 


EXEMPLO 12. (Função racional.) Uma função racional f é uma função dada por 
p AX) 
f(x) = É 

q 


{xE R |q(x) z 0). 


em que p e q são duas funções polinomiais; o domínio de f é o conjunto 


El x . n 
é uma função racional definida para todo x # 0. Como 


1) fí x) = l 
f(x)=1+—, segue que o gráfico de f é obtido do gráfico de y = A 
X X 

transladando-o uma unidade para cima (veja Exemplo 3). 


> 


2) x* + 1 


g(x) = é uma função racional com domínio (x € R |x % 0}. Observe que 


Lo : Lo. ! 
g(x) = x + —. A medida que | x | vai crescendo, — vai se aproximando de zero e o 
; E 


gráfico de g vai, então, “encostando” na reta y = x (por cima se x > 0; por baixo se x 
< 0). A medida que x se aproxima de zero, o gráfico de g vai encostando na curva 


y = 


X 
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t. S nm sel 
> é uma função racional com domínio (x € R |x  — 23. O gráfico de 


h é obtido do gráfico de y = A transladando-o duas unidades para a esquerda. 
Xx 


c) h(x) = 


EXEMPLO 13. Determine A e B para que a terna (A, B, x + y) seja função, sendo a 
regra x + y dada implicitamente pela equação xy? = x — 1. 


Solução 


f 
w =x-loy=+ 


a | 


y X 


Para se ter função, é preciso que a regra x }> y associe a cada x € A um único y € 
B. Basta, então, tomar 


x=1 


A=(xERI >0)= (xE€RIx<00u x= 1) 


X 


B=(yER]|y>0). 


Temos assim a função f : A + B dada por 
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p x—1 
A) = ,|—, 


Observação. A escolha de A e B acima não é a única possível. Quais as outras 
possibilidades? E 


EXEMPLO 14. O conjunto H = {(x, y) € R° | 2x + 3y = 1) é gráfico de função? Em 
caso afirmativo, descreva tal funcáo. 


Solução 


2x + 3y=1 S y= —; segue que H é o gráfico da função dada por 


Notação. O símbolo R? é usado para representar o conjunto de todos os pares 
ordenados de números reais, R° = {(x, y) |x, y E R}. 


Observação. Sejam H um conjunto de pares ordenados e A = {x € R | Jy € R com (x, 
y) € H}. Então H é gráfico de função se, e somente se, para cada x em A, existe um 
único y, com (x, y) € H. 


E gráfico de função Não é gráfico de função. 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que a distância d entre os 
pontos (Xo, Yo) € (x4, y1) é definida por 


d = es — "0 y? + (y1 — yO y? 


Veja 
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pelo teorema de Pitágoras | 
d'= (y, — yo)” + (1 — Xp 


Pois bem, a circunferéncia de centro (a, b) e raio r (r > 0) é, por definicáo, o lugar 
geométrico dos pontos do plano cujas distáncias a (a, b) sáo iguais a r. Assim, a 
equacáo da circunferéncia de raio r e centro (a, b) é 


(x- a? +(y-by=r. 


EXEMPLO 15. Esboce o gráfico da função f dada pela regra x + y, em que x° + y” = 
1, y 20. 
Solução 


2 2 E | 2 o ee 
x +y =ley>=0 = y=yl- x. A função fé dada por 


| , a se 
y=41=x", 1x1. 


Como x° + y? = 1 e (x- 0) + (y - 0)? = 1°, segue-se que x° + y? = 1 é a equação da 
circunferência de centro na origem e raio 1; o gráfico de f é a parte desta 
circunferência correspondente a y > 0. 


EXEMPLO 16. O conjunto H = ((x, y) € R° | x? + y? — 2y = 0) é gráfico de função? 
Por qué? 


Solução 


X2+y-Dy=-006x+y-2Dy+1=18x+(y-1)=1 que é a equação da 
circunferéncia de centro (0, 1) e raio 1. Temos 


> ” | = 
“+(y-D=1ey=1iy1-x. 
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Assim, para cada x € ]-1, 1[ existe mais de um y, com (x, y) € H; H náo é gráfico 
de funcáo. 


y 2 | 
| 


e] 


Exercícios 2.1 


1. Calcule. 


ajf (D)e fl 2] sendo f (x) = e +2x 


b) g (0).2 (2) e g2) sendo g (x) = 


É) 


> a 

c) o o sendo f (x) = x eab +0 

ab 
d) dart) pie DA sendo f(x) = 3x + l eab O 

ab 

GE) — FU) 
2. Simplifique ma (x # p) sendo dados: 
x E 


a) f(x)=x ep=1 

b) f(x) =x ep=-1 

c) f(x) = x? e p qualquer 
d) f (x)=2x+1ep=2 
e) f()=2x+1ep=-1 
A f&)=5ep=2 

g) f(x =x ep=2 

h) f(x) =x ep=-2 

i) f(x) = xè e p qualquer 
) fa)=+ep= l 

D) fw=-ep= 2 
m)f (x) = x? - 3x e p = -2 


l 
m) f()==> ep=3 
x? 


l 
o) fO)== ep=—3 
x? 
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p) Fx) =1 ep+0 
x 


q) f(x) = ep +0 


9 


Simplifique 


a) 2x +1 

b) 3x- 8 
c)-2x+4 
d) x? 

e) x? + 3x 

D -x +5 
9) x? -2x 

h) x? -2x+3 
i) -2x + 3 
j) 2x2 +x+1 
D x 
m)x? + 2x 


n) xX +x -xX 


fix +h)— f(x) 
h 


(h + 0) sendo f (x) igual a 


Dê o domínio e esboce o gráfico. 


a) f (x) = 3x 
b) g (x) = -x 
c) h (x)=-x+1 


d) f(x) =2x +1 
e) g (x)=-2x+3 
D 90)=3 
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| 5 
2 fx) =-2 h) h(x)=—x + — 
g) f à s 
» js de PTE Lda x <2 
D D 80)=13 ge x>2 
pon 2. WA] e 
Df) l—-x+1sex>-1 m) h(x) g“ 1 | 
a x=] 
n) fO)=Ix+2l 0) h(x)= 
x=! 
x? — 2x +1 Ixl 
p) g (1) = == dem== 
x-1 x 
ets Ix — 11 j f(x) 2x + 1l 
r) 2 1x) = S x)= 
i x—1 ` 2x +1 


5. Considere a função f (x)= |x- 1|+|x-2]. 


a) [—2x+3 se xl 
Mostre que f(x) = | l s 1<x<2 
2x—3 se x=2 


b) Esboce o gráfico de f 
6. Esboce o gráfico. 
a) fO)=|x|+|x-2] 
bg()=|x|-1 
c)y=|lx|-1] 
DfQ)=|x+1|-|x] 
7. Olhando para o gráfico de f, estude o sinal de f (x). 


a) f (x)=x-3 
b) f (x)=-2x+1 
c) f(x) =3x+1 


d) f(x) = -3x -2 
e) f()=x+3 
P f(x) =-8x + 1 


g) f (x) = ax + b (a > 0) 
h) f(x) = ax +b (a<0) 


8. Estude a variação do sinal de f(x). 
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g TO= (1-1) +2) 
o E O 


b) FO) = Qx + 3) (a + 1) 


d) f(0) = (=x+ 2) (x— 3) 


TOLE m. p fqy= 2 
e x) = —— x)= 
x+1 |— 2x 
x 2x +1 
IA ras 
. x(2x-—1) . 3x— 1 
i) f(x) = ——— ) FE 
x +1 D f x? +1 
| = (2-3) (+ D (2 p0= 2 
) TO) = (21— D+ Dl — 2) m) JO A=04=20 
9. Determine o domínio. 
1 m3 
a) == ad E > 
é as + adia 
2x x 
c) g(XN)=—>—— d) y = — 
s x? +1 ~ x+2 
es x+1 
e) R(x)=.,/x+2 Peu) =- 
Do E T 
x—1 Fo; 
) y= | h) y=4 
Bea y x+1 E | x+3 
) y= 2) x? = )y= Nx (2—3x) 
ps Iix—3 
D fl) | aa m) y= 
` v11—3x "NA x+2 
n) s= vt —1 0) y= a: 
3x =] 
py=xy4-x* q) y =y5-—2x” 
y=yx-1+:3=2x 5) y = yl = yx 
) y=Yx — 5 2x u) y =x- 4x 


10. Esboce o gráfico. 


a) f (x) = x° 
b)y=x +1 
c)y=x -1 

d) y = (x - 1) 
e)y=(x+1) 

Dye (ee 
9) y = (x+ 1)- 2 
h) y = -x° 
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i) y = Ax 2) 


Jj) y=|xX-1| 

l) y =x 

m)y = (x + 1) 

n) y = -x° 

0) y = (x - 2y 

p)y=x|x| 

Dy=xXx |x] 

E aa a veias 
À | Y =fi 94 o 

5) y= fa? —-1sex=0 
lx sex>0 


11. Considere a função f dada por f (x) = x? + 4x + 5. 


a) Mostre que f (x) = (x + 2)? + 1 
b) Esboce o gráfico de f 
c) Qual o menor valor de f (x)? Em que x este menor valor é atingido? 


12. Seja f (x) = ax? +bx+c,a#0. 


a RFE f y2 / 
) Verifique que f(x) = a | x+ b | E A .em que A = b° - 4ac. 
| \ 2a ) 4a 
a b 
b) Mostre que se a > 0, então o menor valor de f (x) acontece para x = am 
2a 
Qual o menor valor de f (x)? 
c) E O fa : E : 
Mostre que se a < 0, então f | er | = A é o maior valor assumido por f. 
| 2a) a 


d) Interprete (b) e (c) graficamente. 


13. Com relação à função f dada, determine as raízes (caso existam), o maior ou o 
menor valor e esboce o gráfico. 


a) f(x)=x)-3x+2 
b)f(xg)=x]-4 

c) f(x)=x2-4x+4 
Df(xg)=x+2x+2 
e) f(x)=2x+3 

f) fQ)=2x]-3x 
g) f (X) = -x° + 2x 
h) f (x)= -x° +4 
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i) f(x) = -4x + 4x- 1 
D f()=-2-4x-5 


14. Olhando para o gráfico, estude a variacáo do sinal de f (x). 


a) f(x)=x° -1 

b) f(x) =x°-5x+6 
c) f(x) =x +x+1 
d) f (x) = -x° + 3x 

e) f(x) =-x?- 2x- 1 
D fQ)=x+6x+9 
g) f(x% =-x +9 

h) f(x) =x +2x-6 
i) f(x)=2x°-6x+1 
D fQ)=-*2+2x-3 


15. Dê o domínio e esboce o gráfico. 


2 
a) f(x) == 
X 


2 
Cy => 
: Tl 
l 
e) y=-2+= 
x 
) y= 
A x+2 
l 
gr 
xe 
1 
x ES > 
=D 
l 
n) y= 
(x +15 
l 
p y=-xt 
é 
o = qr 
f) y = 3x 
vV) Y= YX 
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b) y= 
A 
| 
d) y=1+— 
X 
l 
D y=-=— 
y 
l 
Arre 
l 
P. ARAS 
xs 
2 
m) y= > 
=D> 
| 
o) y=1+— 
x” 
l 
q) y=lxl+— 
X 
s) y=yx+2 
u) y=lxl 
EA 
al y 


le: ifi 1+x? 1x1 = —— à medi 
a) Verifique que vt + + as +” Conclua que à medida 
lx + yl + x* 


que | x | cresce a diferença || + x? — Ixl se aproxima de zero. 


Y 


b) Esboce o gráfico de y = Jl a? 
17. Dê o domínio e esboce o gráfico de f(x) =, x? — 1. 


(Sugestáo: Verifique que a medida que | x | vai crescendo, o gráfico de f vai 
“encostando”, por baixo, no gráfico de y = | x |.) 


18. Dé o domínio e esboce o gráfico. 


f, 


a) y=42 + x? b) PET" 4 Cc) YN x? —9 


yl — (x +2) 


d) y=x12+4 e) y=49- x? A y 


19. Seja f dada por x + y, y > 0, em que x? + y” = 4. 


a) Determine f (x) 
b) Esboce o gráfico de f 


20. Esboce o gráfico da função y = f(x) dada implicitamente pela equação. 


a)x)+y=1,y<0 
bix-y?=0,y>0 
c) (x- 1)+y?=4,y>0 
d) x? +y? +2y=0,y 2-1 


e) x? +y? +2x+4y=0,y<-2 
f) y +1 
y 


=x,x Fl 


21. Considere a função f(x) = máx i A Ed a 
E + 


e) Calcule f(2),f(—1) e f| = 
b) Dê o domínio e esboce o gráfico 
22. Considere a função f (x) = máx{n € Z | n < x}. (Função maior inteiro.) 
a) n o E ES a MA 
Calcule f z | f, Aa e f WE 
b) Esboce o gráfico 


23. Calcule a distância entre os pontos dados. 
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a) (1,2) e (2,3) 
b) (0, 1) e (1, 3) 
c) 1, 2) e (0, 1) 
d) (0, 2) e (0, 3) 
e) 2,3) e (1, 4) 
f G, 1) e (2, 2) 


24. Seja d a distância de (0, 0) a (x, y); expresse d em função de x, sabendo que 
| 


(x, y) é um ponto do gráfico de y = —. 
x 
25. Um móvel desloca-se (em movimento retilíneo) de (0, 0) a (x, 10) com uma 
velocidade constante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em 
movimento retilíneo) com velocidade constante de 2 (m/s). Expresse o tempo 
total T (x), gasto no percurso, em função de x. (Suponha que a unidade 
adotada no sistema de referência seja o metro.) 


26. (x, y) é um ponto do plano cuja soma das distâncias a (-1, 0) e (1, 0) é igual a 


a) Verifique que! + Y =] 
4 + 


b) Supondo y > 0, expresse y em função de x e esboce o gráfico da função 
obtida 


27. Sejam F; e F, dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico dos 
pontos (x, y) cuja soma das distâncias a F, e F, é sempre igual a 2k (2k > 
distância de F, a F,) denominase elipse de focos F} e F, e semieixo maior k. 


a) y? y2 
Verifique que — + = 
E Be 

. o . DN 2 = 2 
semieixo maior a, em que b^ = af - c 


7 ? 


= | é a equação da elipse de focos (-c, 0) e (c, 0) e 


y E 
> 


b) Verifique que Ei + = | é a equação da elipse de focos (0, —c) e (0, c) e 


a? b 
semieixo maior b, em que a? = b° - c? 


c) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) e (b) 


28. Determine o domínio e esboce o gráfico. 


a) y=y4- 3x2 D): JO — =] 1 — 4x2 


' | 2 y le 222 
c)y=4y4-x'” d) g(x) = 2 — 3x* 


29. Você aprendeu em geometria analítica que y — y, = M (x — xp) é a equação da 
reta que passa pelo ponto (Xo, Yo) e que tem coeficiente angular m. Determine 
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30 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
38. 


39. 


a equação da reta que passa pelo ponto dado e tem coeficiente angular m 
dado. 


a) (1,2)em=1 
b) (0,3)em=2 
c) (-1,-2) em = —3 


d) 2, —1)e m=-1 


e) (5,2)em=0 


. A reta r intercepta os eixos coordenados nos pontos A e B. Determine a 


distância entre A e B, sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) e (3, 1). 


A reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos pontos 
A e B. Expresse a distância d, entre A e B, em função do coeficiente angular 
m. (Suponha m < 0.) 


Na fabricação de uma caixa, de forma cilíndrica, e volume 1 (m°), utilizam- 
se, nas laterais e no fundo, um material que custa $1.000 o metro quadrado e 
na tampa um outro que custa $2.000 o metro quadrado. Expresse o custo C do 
material utilizado, em função do raio r da base. 


Expresse a área A de um triângulo equilátero em função do lado 1. 


Um retângulo está inscrito numa circunferência de raio r dado. Expresse a 
área A do retângulo em função de um dos lados do retângulo. 


Um cilindro circular reto está inscrito numa esfera de raio r dado. Expresse o 
volume V do cilindro em função da altura h do cilindro. 


Um móvel é lançado verticalmente e sabe-se que no instante t sua altura é 
dada por h (t) = 4t — t?, 0 < t < 4. (Suponha o tempo medido em segundos e a 
altura em quilômetros.) 


a) Esboce o gráfico de h 


b) Qual a altura máxima atingida pelo móvel? Em que instante esta altura 
máxima é atingida? 


Entre os retângulos de perímetro 2p dado, qual o de área máxima? 


Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de modo que 
a soma dos quadrados dos comprimentos seja mínima. 


Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedaços, um 
dos quais será torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar uma 
circunferência. De que modo deverá ser cortado para que a soma das áreas 
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das regi0es limitadas pelas figuras obtidas seja mínima? 


40. Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedaços, um 
dos quais será torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar um 
triângulo equilátero. De que modo deverá ser cortado para que a soma das 
áreas das regiões limitadas pelas figuras obtidas seja mínima? 


41. Coloque na forma (x- a)? + (y - by = r°. 


a) x? +y’ -2x=0 
b) x +y -x-y=0 
c) 2x? +2y°+x=1 
d) x? +y? +3x-y=2 


42. Determine a para que as retas dadas sejam paralelas. 


a)y=axey=3x-1 
b)y=(a+1)x+1ey=x 
c) ya E ey =2ax +1 


d)y=-xey=3ax+4 
e)2x+y=ley=ax+2 
f x+ay=0ey=3x+2 


43. Determine a equacáo da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela a 
reta dada. 


a) y =2x+3e(1, 3) 
b) 2x + 3y = 1 e (0, 1) 
c)x-y=2e(-1,2) 
d) x + 2y = 3 e (0, 0) 


44. Justifique geometricamente: y = mx + n (m Xx 0) e y = mx + nı são 
perpendiculares se e somente se mm, = —1. 


45. Determine a equacáo da reta que passa pelo ponto dado e que seja 
perpendicular a reta dada. 


a y=xe (1,2) 

b) y = 3x + 2 e (0, 0) 
c)y=-3x+1e(-1,1) 
d)2x+3y=1e(1,1) 
e) 3x - 2y = 0 e (0, 0) 
f) 5x+y=2e (0,1) 
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2.2. FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS: SENO E COSENO 


Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir e, 
em seguida, demonstrar as principais propriedades das funções seno e cosseno. 
Observamos, entretanto, que apenas cinco propriedades são suficientes para descrever 
completamente tais funções. O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração 
será feita após estudarmos as séries de potências resolverá completamente o problema 
referente a tais funções. 


Teorema. Existe um único par de funções definidas em R, indicadas por sen e 
cos, satisfazendo as propriedades: 


(1) sen 0=0 
(2) cos0=1 
(3) Quaisquer que sejam os reais a e b 

sen (a — b) = sen a cos b — sen b cos a 
(4) Quaisquer que sejam os reais a e b 

cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b 
(5) Existe r > 0 tal que 

sen x | 


| | 
O<senx<x< tg x| g X = | 
COS X | 


para0<x<r. 


Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no 
teorema acima. 
Fazendo em (4) a = b = t, obtemos 


cos 0 = cos t cos t + sen t sen t 


ou seja, para todo t real, 


r > p 
(6) cos” t+ sen” t= 1 


Deste modo, para todo t, o ponto (cos t, sen t) pertence à circunferência x? + y = 1. 
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fa ni 


Para efeito de interpretação geométrica, você poderá olhar para o t da mesma forma 
como aprendeu no colégio: t é a medida em radianos do arco 4P Lembramos que a 
medida de um arco é 1 rd (rd = radiano) se o comprimento do arco for igual ao raio da 
circunferência (1 rd = 57º16). 

A próxima propriedade será demonstrada no Apêndice 2. 


(7) Existe um menor número positivo a tal que cos a = 0. Para este a, sena = 1. 


O número a acima pode ser usado para definirmos o número 7. 


Definição. Definimos o número 7 por 71 = 2a, em que a é o número a que se refere 


a propriedade (7). 


o E 7 e T 7 T 
Assim — é o menor número positivo tal que cos — = O. Temos, também, sen TA L. 


Seja fuma função definida em R. Dizemos que f é uma função par se, para todo X, 


(E) =f x). 
Dizemos, por outro lado, que f é uma função ímpar se, para todo x, 
(Ex) = -f (x). 


EXEMPLO 1. Mostre que 


1) sen é uma função ímpar. 


2) cos é uma função par. 

Solução 

1) Fazendo em (3) a = 0 e b = t, resulta sen (-t) = sen 0 cos t — sen t cos 0 ou seja 
sen (-t) = -sen t. 


2) Fazendo em (4) a = 0 e b = t resulta cos (-t) = cos t. 
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EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b 


cos (a + b) = cos a cos b — sen a sen b 


sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a. 
Solução 
cos (a + b) = cos [a — (-b)] = cos a cos (-b) + sen a sen (—b) = cos a cos b — sen a sen 


b. sen (a + b) = sen [a — (-b)]= sen a cos (-b) — sen (-b) cosa = sen a cos b + sen b 
cosa. E 


EXEMPLO 3. Mostre que, para todo x, 
cos 2x = cos? x — sen? x e sen 2x = 2 sen x Cos x. 
Solução 


cos 2x = cos (x + x) = COS x COS x — Sen x sen x = cos? x — sen? x. 
sen 2x = sen (x + x) = sen x Cos x + sen x Cos x = 2 sen x COs x. m 


EXEMPLO 4. Mostre que, para todo x, 


Solução 
cos 2x = cos? x — sen? x = cos? x — (1 — cos? x) 


logo 
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2 4 l l 
cos 2x = 2 cos x — lou cos* x= S + = cos 2x 
Verifique você que 
, l l A 
sentx = — — — cos 2X. E 
2 2 
EXEMPLO 5. Calcule. 
T T 
a) cos —. b) sen —. 
4 4 
C) cos T. d) sen 7. 


Solução 


E : T 
Provaremos mais adiante que cos x > 0 e sen x > 0 em ]0, =. 


4 l l z q 
a) costx = — + — cos 2x: fazendo x = — 
2 2 4 
a T l l T 
cos4 — = — + — cos — 
2 2 2 
z a T l T 
daí, cos? — = — e como cos — > 0, resulta 
s2 4 
COS T am: SE 
PO TAE 
) T l2 +” 
) sen — = > (verifique). 
” 


- 


2) Fazendo x = — em cos 2x = 1 — 2 sen?x, obtemos 


NE 


cos m= -1. 


T 
1) Fazendo x = > em sen 2x = 2 sen x cos x, resulta 


sen m= Q. 


Interprete geometricamente os resultados deste exemplo. E 
Deixamos a seu cargo verificar que, para todo x, 


sen (x + 271) = sen x 


cos (x + 271) = COS X 
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As funções sen e cos são periódicas com período 27. 
Os gráficos das funções sen e cos têm os seguintes aspectos: 


EXEMPLO 6. Esboce o gráfico da função dada por y = sen La 
Xx 


Solução 


Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x = 


2 | , : las 
Assim, para x=—, sen — > 0. A medida que x aumenta, — vai se aproximando 
T X X 


l 2 
de zero, o mesmo acontecendo com sen —. Para x = —— 
X T 


2 l 
é só observar que sen — é 
x 


ímpar. 
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T 
x=“, y=sen 
Observe que para ro 


l l ; T 2 E 
sen==1l Ss — = 2km + — a x = ————— ([kinteiro) 
y 2 Akr + 7 


l l 37 7 
sen — = -1 a —=2r+— e 1 = —— 
x x 2 Akr + 37 


2 


Exercícios 2.2 
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1. Esboce o gráfico. 


a) f(x) = sen 2x b) y = 2cosx 
x 

c) y=cos— d) f(x) = | sen xl 
e) y = sen Tx PD f0)=xsenx 

l l 
2) 8(x)=—sen x h) y=xsen— 

x 

| j l 
1) y =x* sen — J) g(x)=x+senx 


X 


2. Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que 


a) sen a cos b = 2 sen (a + b) + sen (a — b)] 


b) cos a cos b = “cos (a + b) + cos (a — b)] 


- 


— 


c) sen a sen b = —[cos (a — b) — cos (a + b)] 


by 


2.3. AS FUNÇÕES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE 


z sen x E aaan vê 
A função tg dada por tg X = E denomina-se função tangente; seu domínio é o 


conjunto de todos os x tais que cos x £ 0. O gráfico da tangente tem o seguinte 
aspecto: 


Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do segmento AT, no 
qual T é a interseção da reta OP com o eixo das tangentes e AP o arco de medida x 
rad. 
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eixo das 


med AP = x rad tangentes 
Os triângulos OMP e OAT são semelhantes. Assim: AT = En ou AT = Mmr isto 
MP OM | OM 


, Sen x 
é, tgx = === 

cos x 
As funções sec (secante), cotg (cotangente) e cosec (cossecante) são dadas por 


AFLE 


> 
, COLS X = 
sen 


l X 
sec x = e cosec x = 
cos x y 


sen x` 


O gráfico da secante tem o seguinte aspecto: 


Exercícios 2.3 


1. Determine o domínio e esboce o gráfico. 


a) f(x) = cotg x 
b) g (x) = cosec x 


2. Verifique que sec? x = 1 + tg? x para todo x tal que cos x % 0. 


X 
3. Mostre que, para todo x, com cos + 0, tem-se: 


de 


e 


” 
PS 
b) cos x = 


a) sen x = E 
9 X ” 
RE = Estima 


- 


to | = N | 
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2.4. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES 
Sejam f e g duas funções tais que D, n D, seja diferente do vazio. Definimos: 
a) A função f + g dada por 
(+ 9) 0) =f0) + g (x) 


denomina-se soma de fe g. O domínio de f + g é D; n D}. Observe que f + g é 
uma notação para indicar a função dada por y = f(x) + g (x). 


b) A função f- g dada por 
FDF: g) 
denomina-se produto de fe g. O domínio de f : g é D; n D,. 


c) A função A dada por 


f(x) 
g(x) 


AS 


denomina-se quociente de fe g. O domínio de A éx e Dn Dlg (x) #0}. 
d) A função kf, k constante, dada por | 
EA (0) = kf (0) 
é o produto de f pela constante k; D,= Ds. 
EXEMPLO 1. Sejam f(x)=,7—-x e g(x)=,x—2. 


a) (f + g) (x)= /7—x+,.x—2. O domínio de f+ g é[2,7]=D;n D,. 

b) f- 8) Œ) = 47 -— xx — 2.O domínio de fg é [2, 7] = D¿n D,. 

c) El 
E- 


y 7 mo) 
læ = ——., xe 2.71. E 
TE 


Sendo f uma função, definimos a imagem de f por Imf = { f (x) | x € Dp}. 


Definição (de função composta). Sejam f e g duas funções tais que Imf C Dg. A 
função dada por 


y =g (fF x)), x € Ds 
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denomina-se função composta de g e f. É usual a notação g ° f para indicar a 
composta de g e f. 


Assim, 
(° P x) =g F), x E Ds. 
Observe que g ° f tem o mesmo domínio que f. 


EXEMPLO 2. Sejam f e g dadas por f (x) = 2x + 1 e g (x) = x? + 3x. Determine g ° f e f 
o g. 
Solução 


(9 A = 9 E) = OF +3 F] = 2x + 1)+3 (2x + 1), x € R =D, 
(£* 9) 60 =f (9 (0) =f(é + 3x) =2(+3x)+1,x€D,=R. m 


EXEMPLO 3. Sejam f (x) = x? g(x) =/x. Determine g ° fe f° g. 
Solução 


Imf=R,e D, = R,, assim Imf C Ds (Notacáo: R, = {x € R | x > 0).) 


(ge DO =2Ff0)= JO) = 0 x? =Ix LxER= Df 
Img = R, e D¿=R, logo Img C Ds. 


fogw =f a= fNx)=(ViP=xxER, = i. E 


Definição (de igualdade de funções). Sejam as funções f: AHReg:4 PR. 


Dizemos que f é igual a g, e escrevemos f = g, se os domínios de f e g forem 
iguais, A = A', e se, para todo x € A, f(x) = g (x). 


EXEMPLO 4. Sejam f: A} Reg: Ah R duas funções. Prove que f+ g= g + f. 
Solução 
Df+g A=Dyg+f 
Por outro lado, para todo x em A, 
(+Ht0)=f03)+90)=90)+f6)=(9 + À) 09. 
Assim, 


f+g=g+f. 
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Observe que f (x) + g (x) = g (x) + f (x), pois f (x) e g (x) são números reais e, em R, 
vale a propriedade comutativa. E 


EXEMPLO 5. As funções f e g dadas por f(x) = x Jx—1 e g(x)= (x? — x são 


iguais? 


Solução 


Exercícios 2.4 


1. 


f*g pois D;# D, (D;= [1, +% [e D} = ]-%, 0] U [1, +00). m 


E ela pg ? 8 
Dê os domínios e esboce os gráficos de f + 8 € F 
- 2 á | 
a) Jm)-xeg(m)=-x —1 b) f(x) = xe g(x)=—— 
yx 
o) fO)= le g(x)= yx—1 d) fO)= le g(x)= 5 
(= 2)" 


ts Isexe Q r o =1sex€ Q 
pa -lsr Q gu lsex£ Q 


Verifique que Imf C D, e determine a composta h (x) = g (f(x). 


a) g (x) =3x+1ef(0) =x +2 
r 9 
b) g(x)=vx efQ)=2+ x 


. x+1 ” 
c) 800) = 23 CIO) =x +3 


d) g (x) = -x + 3x +1 cf = 2 =3 


> 
e) AE =D efo)=x+ 1,x%l 
H 800) cid f si 
g 7 == >. e (X)=— 
em x+1 
8) g(x)=Yx ef) =x"—x,x=<00ux=>l1 
a AN 2x+1 
h) 86(0=—5 e f(x) = E 
a A x—1 


Determine o “maior” conjunto A tal que Imf C D,; em seguida, construa a 
composta h (x) = g (fF (0). 
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J 


- 


a) 80) = 43 ASA) 143 
b) 2()=/x=1ef:ASI3R,f() = 
| 2x+ 
c) g(x1)=x-1ef: AR, f(x)= E - 
x—3 


A 
d) 2 a ef: A=R, f(x) = r-r 


RA yx? =1ef:A>R,f() = = 


Determine f de modo que g (f (x)) = x para todo x € Dp sendo g dada por 


l x+2 
a) 2(0== b) g (x)=Ž 
c) 8 (x) = x,x>0 d) g (x) = "ET 
3 2 
2) g (x) =2 + — (x) =x" — 4x +3,x>2 
i s E | ES 
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3 


LIMITE E CONTINUIDADE 


3.1. INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do cálculo: os 
conceitos de continuidade e de limite. 

Intuitivamente, uma função contínua em um ponto p de seu domínio é uma função 
cujo gráfico não apresenta “salto” em p. 


O gráfico de f não apresenta “salto” em p: fé contínua em p. Observe que à medida 
que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores f (x) se 
aproximam de f (p); e quanto mais próximo x estiver de p, mais próximo estará f (x) de 
f (p). O mesmo não acontece com a função g em p: em p o gráfico de g apresenta 
“salto”, g não é contínua em p. 

Na próxima seção, tornaremos rigoroso o conceito de continuidade aqui 
introduzido de forma intuitiva. 


EXEMPLO 1. Consideremos as funções fe g dadas por 


fO)=xe g(x)= | 


Vemos, intuitivamente, que f é contínua em todo p de seu domínio. Por sua vez, g 
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não é contínua em p = 1, mas é contínua emtodopX* 1. m 
Intuitivamente, dizer que o limite de f (x), quando x tende a p, é igual a L que, 
simbolicamente, se escreve 


lim f(x)= L 


x>p 


significa que quando x tende a p, f (x) tende a L. 


Quando x tende a p, f (x) Quando x tende a p, f (x) tende 
tende af (p): lim f(x)= f(p) aL: lim f(x)=L 
XP x=>p 


EXEMPLO 2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule ao (x + 1). 


Solução 


fQ)=x+1 


lim (x+1)=2. 


x 51 a 
2 ina 
EXEMPLO 3. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule lim 
x>l X— 
Solução 
x2- | 
Seja f(x) = =——, x ž 1; f não está definida em x = 1. 
' =] 
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ParaxxX 1 


nas 
=] 


X l 
lim ———= lim (x+1)=2. 
x>1 Xx— x>1 


Intuitivamente, é razoável esperar que se f estiver definida em p e for contínua em 


p, então, o. JFJ Ph e reciprocamente. Veremos que isto realmente acontece, 


isto é, se f estiver definida em p 


fcontínuaem po lim f(x) = f(p). 


x=>p 


Veremos, ainda, que se E JOSE ose f não for contínua em p, então L será 


aquele valor que f deveria ter em p para ser contínua neste ponto. 


f não está definida em p. 
lim f(x)= L. 


x>p 


L é o valor que f deveria ter em p para ser contínua em p. 
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lim f(x) = 
x>p 
Léo valor que f deveria ter em p, para ser contínua em p. 


L. f está definida em p, mas L = f (p). 


Com toda certeza 


lim FEAR FE 
h=>0 h 


é o limite mais importante que ocorre na matemática, e seu valor, quando existe, é 
indicado por f (p) (leia: f linha de p) e é denominado derivada de f em p: 
f(p+h)— f(p) 


“(p)= lim 
Pu h>0 h 


Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao gráfico 


de f no ponto (p, f (p)). O quociente ET ep). chamado as vezes de razáo 


1 
incremental, nada mais é do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos 
M= (p, f(p) e N = (p + h, f (p + h)) do gráfico de y = f(x) 


Observe que a equação da reta s é 


y- f(p)=m, (x- p) 
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Lust l 
em que m, = PAC du PÁ ZA Quando h tende a zero, o ponto N vai se 
| 
aproximando cada vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posição da reta T de 
equação 


y = f(p)=f(p) (x= p). 


A reta T é denominada reta tangente ao gráfico de f, no ponto (p, f (p)). 

NOTA HISTÓRICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu dois 
métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em um ponto 
qualquer do gráfico de uma funcáo polinomial e o outro para se determinar os 
candidatos a pontos de máximo ou de mínimo (locais) de uma tal função. Pois bem, a 
ideia que acabamos de utilizar para definir reta tangente é essencialmente a mesma 
utilizada por Fermat. Por outro lado, para Fermat os candidatos a pontos de máximo 
ou de mínimo (locais) nada mais eram do que as raízes da equação f(x) = 0. (Veja 
História da Matemática, p. 255, de Carl Benjamin Boyer, editoras Edgard Blücher 
Ltda. e Universidade de São Paulo.) 


EXEMPLO 4. Seja f (x) = x°. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (1). 
Solução 


O que queremos aqui é calcular f(p), com p = 1. 


(M+n=f 
f(1D)= lim FU+h)- fU) 
h= 0 h 
Temos 
Wm- dto 
poe ER a 0) 
h h 
Segue que 
f(D= lim (2+ h)=2. A 
h>0 


EXEMPLO 5. Seja f (x) = x°. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f(x). 
Solução 


f'(x)= lim PLATO 
ei h50 h 


Temos 


HP. AF hy? — x? 
h h 


=2x + h (h + 0) 
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Segue que 


Ff(= lim Qx+/4)=2x. 
h=>0 


Ou seja, a derivada, em x, de f(x) =x éf(x)=2x. m 
Como veremos, um outro modo de expressar f (p) é através do limite 


f'(p)= lim JO) JD) 
xp xP 


(Observe: fazendo x — p = h recaímos no limite anterior.) 


EXEMPLO 6. Seja f (x) = x?. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (2). 


Solução 
p TS TAO) 
J= A 
Temos 
VÁ (0 3 — 23 
PEM E a — =x? 42144, 1% 2 
x—2 X — £ 


(Lembre-se: a? — b? = (a — b) (a? + ab + b?).) 
Assim 


f'(2)= lim (x?+2x+4)=12. 


x> 2 


A derivada é um limite. Entáo, para podermos estudar suas propriedades, 


precisamos antes estudar as propriedades do limite. E o que faremos a seguir. 


Antes de passar à próxima seção, queremos destacar as funções de uma variável 
real que vão interessar ao curso; tais funções são aquelas que têm por domínio um 
intervalo ou uma reunião de intervalos. Portanto, de agora em diante, sempre que nos 
referirmos a uma função de uma variável real e nada mencionarmos sobre seu 
domínio, ficará implícito que o mesmo ou é um intervalo ou uma reunião de 


intervalos. 


Exercícios 3.1 


1. Esboce o gráfico da função dada e, utilizando a ideia intuitiva de função 


contínua, determine os pontos em que a função deverá ser contínua. 


a) f x) =2 
b)fQ)=x+1 
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de s < 
E, se x = 
| 2sex>1 
> AN 
fwW= 17 se lx = 1 
| 2selxi<l 
N fQ)=x+2 
2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule 
a) lim (x + 2) b) lim Qx+1) 
x51 x51 
c) lim (3x +1) d) lim (x? +1) 
x>0 x>2 
9? 
e) lim yx f) lim 
x=>1 +2 XE3 
g) lim Vx h) lim (yx + x) 
x>2 x>0 
” 
d Esboce o gráfico de f(x) = AS Utilizando a ideia intuitiva de limite, 


ase: 
a 2x —1 


calcule lim o i. 
z>% 2x-—1 


4. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule 


de 2 x 
a) lim b) lim 
x>2 x-2 x>0 Xx 
f p] 
. yx =] . xt —4x+4 
c) lim ———— d) lim ———————— 
AM ES x= >2 x—2 
9 
. pese ua 
e) lim f) lim sen x 
x>-1 x+1 x>0 


3.2. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam fe g funções de gráficos 


89 


Observe que f e g se comportam de modo diferente em p; o gráfico de f náo 
apresenta “salto” em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma propriedade 
que nos permita distinguir tais comportamentos. 

Veja as situações apresentadas a seguir. 


f(p)j+e 
A ais 
F(D)- « 


f(p) + e 


A função f satisfaz em p a propriedade 


para todo € > 0 dado, existe ó > O (ó dependendo de €), tal que f (x) permanece 
entre f (p) - ee f (p) + e quando x percorre o intervalo ]p — ô, p + ól, com x no 
domínio de f. 


ou de forma equivalente 


(O | para todo e > O dado, existe ô > O (ô dependendo de e), tal que, para todo x 
E D; 
— T 


p-b<a<p+tô=s;Jw-e<sxtwmsip)+e 


Entretanto, a função g não satisfaz em p tal propriedade: 
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para o € > 0 acima, não existe ó > O que torne verdadeira a afirmação 
“WVxED,p-Ó0<x<p+09=>9g(p)- €e<g()<g (p) + e”. 


Qualquer que seja o ó > O que se tome, quando x percorre o intervalo ]p — ô, p + ól, 
g (x) não permanece entre g (p) — ee g (p) + €. 

A propriedade ®© distingue os comportamentos de f e de g em p. Adotaremos a 
propriedade © como definição de função contínua em p. 


Definição. Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. Definimos: 


Para todo € > 0 dado, existe ô > 0 (ô dependendo de € ), tal 
que, para todo x € Df, 


fcontínuaemp & 


p-85<x<p+8=> f(p)-e< f(x)< f(p)+e. 


Observação. Sabemos que 


[x=p|<8Sp-8<x<p+06 


IFC) f(p)|<e=f(p)- e< f) < fp) + e. 


A definição anterior pode, então, ser reescrita, em notação de módulo, na seguinte 
forma: 


| Para todo e > O dado, existe ô > O tal que, para todo x em Dp, 
Ix-— pi<ô=> 1f()- f(p)I<e 


fcontínua emp => 1 


Dizemos que f é contínua em A C D, se f for contínua em todo p € A. Dizemos, 
simplesmente, que f é uma função contínua se f for contínua em todo p de seu 
domínio. 


EXEMPLO 1. Prove que f(x) = 2x + 1 é contínua emp = 1. 
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Solução 


Precisamos provar que, para cada € > O dado, conseguiremos um ó > 0 (ô 
dependendo apenas de €), tal que 


1-6<x<1+6>HD-e<fl)<f(1)+e. 


O e> 0 é dado, queremos achar ó > 0. Devemos determinar ó > 0 de modo que f (x) 
permaneça entre f (1) — ee f (1) + e para x entre 1 — 9 e 1 + ó. Vamos então resolver a 
inequação 


FD -e<f)<fM+e 
Temos 
f(D)-e<fl)<f(D)+es3-€<2x+I<3+e. 


Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta 


E: a € . € 


€ „€ A 
Então, dado € > 0 e tomando-se ô = > (qualquer $ > 0 com ô < > também serve!), 


resulta 
1-6<x<1+6>HD-e<fO)<f(1)+e. 


Logo, f é contínua em p = 1. 
O exemplo acima pode também ser resolvido em notação de módulo. Neste caso, 
precisamos provar que dado € > 0, existe ó > 0 tal que 


ix=1|<9=|f(0)-f0M|<e 


Temos 
: : . Es € 
IF) —fA1)l<esl21+1-31l<EeS121-21<EeS!lx-11< 5. 
f € 
Assim, dado € > O e tomando-se ô ri 


ix-=1|<ó=|f(9-f0|<e. 
Logo, fé contínua em p=1. m 
EXEMPLO 2. A função constante f (x) = k é contínua em todo p real. 
Solução 


If) -f(p)|=]k- k |= 0 para todo x e todo p; assim, dado € > O e tomando-se 
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um ó > 0 qualquer 


ix=p|<ó=1f09-f(9)|=]|k=k]<e. 


Logo, f é contínua em p, qualquer que seja p. Como f é contínua em todo p de seu 
domínio, resulta que f (x) = k é uma função contínua. m 


EXEMPLO 3. A função afim f(x) = ax + b (a e b constantes) é contínua. 
Solução 


Se a = 0, fé constante, logo contínua. 
Suponhamos, então, a % 0. Temos: 


IfO)-f(p)|=lax+b-ap-b|=|allx-pl. 
Assim, para todo € > O dado 


IFO)= AB] <eS1xr=p1< i 
a 


A _ E€ 
Tomando-se, então, Ô = Tal 
( 


ix=p|<ó=|f()-f(9)|<e 


logo, f é contínua em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, resulta que f é 
contínua em todo p real, isto é, fé contínua. E 

Os dois próximos exemplos poderão facilitar as coisas em muitas ocasiões. Antes, 
porém, observamos que se p € Ja, bl, a e b reais, então existe ó > 0, tal que Jp — ô, p + 
ó[ C Ja, bl; basta, por exemplo, tomarmos ô = mín {b - p,p- a}. 


Em qualquer caso, ó = mín {b — p, p — a) resolve o problema. 


EXEMPLO 4. Prove que, se para todo € > O dado existir um intervalo aberto I = Ja, 
bl, com p € I, tal que para todo x € D, 
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xE€EI=f(p)- e<f()<f(p) + e 
entáo f será contínua em p. 
Solução 


Pela hipótese, para todo € > O dado existe um intervalo aberto I = la, b[, com p € I, 
tal que 


(1) xE la, bl > f(p)-e<f()<f(p)+ e. 
Tomando-se ó = mín {b — p, p - a), lp — ô, p + Ó[ C Ja, b[. Assim, 
x€ lIp-0,p+Ó06[ >x € la, bl. 
Segue de (D que 
x E€ ]p - ô, p + ôl = f (p) ~ € < f (x) < f (p) + € 
Logo, f é contínua em p. m 


EXEMPLO 5. Seja r > O um real dado. Suponha que, para todo € < r, € > 0, existe um 
intervalo aberto I, com p € I, tal que para todo x € D, 


x€l=f(p)- €< f(x) <f p) + €. 
Prove que f é contínua em p. 
Solução 


Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo € > 0, existe 
um intervalo aberto I, com p € I, tal que para todo x em D; 


x EI=f(p)- €< f(x) <f (p) + e 


Pela hipótese, se € < r, existe tal intervalo. 
Suponhamos, então, €> r. Seja O < €, <r. 
Pela hipótese, para o €, dado, existe I tal que 


xEl>f(p)-e<f&)<fPp)+ €. 
Para este mesmo I teremos, também, 
xel=f(p)-e<fl)<f(p)+e 


pois, f (p) — e<f(p)- €, ef (p) + €, < f (p) + e. (Interprete graficamente.) 
Assim: 
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para f ser contínua em p, basta que, para cada e <r, € > 0 (em que r > O é fixado a 
priori), exista um intervalo aberto I, com p € I, tal que, para todo x em D; 


x EI =f (p)- €< f(x) <f (p) + e 


EXEMPLO 6. Mostre que f (x) = x? é contínua em 1. 


Solução 


Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um intervalo aberto I, contendo 1, tal 
que 


xel=>[(1)-e<fl)<f)+e 


Vamos resolver a inequação f (1) - e€ < f (x) < f (1) + €. 
Temos 


FO-e<fO<fDresl-—e <r<l+es> 3/1 = <x 3/1 +e. 
Tomando-se / = ]}}/1 — €, ł} 1+ e[, 1 E7, 
x€I=f()-e<f()<f()+ e 
Logo, f (x) = xº é contínua em 1. 
Observação. Tomando-se 9 = mín Rte = ie] 
1-ő<x<1+6ő6=>f(1)-e<f(x)<f(1)+e. m 


EXEMPLO 7. Prove que f (x) = x° é contínua. 
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Solução 


Precisamos provar que f é contínua em todo p real (D,= R). 


Primeiro vamos provar que f é contínua em 0. Convém, aqui, usar a definição em 
notação de módulo. Vamos provar, então, que dado € > O existe ó > O tal que 


|x-0|<6=>|x-0|<e 
Para se ter | x° | < €, basta que se tenha | x | < „e. Tomando-se ô = € 
|x-0|<6=>|x-0|<e 


Logo, f (x) = x? é contínua em 0. 
Vamos provar, agora, a continuidade de f em todo p 4 0. Temos 


fp)-esfl)<fp+esp'-e<xx<p'+e 
Para €< p°, €>0, 
p? —-e<x< p? TeS |p — e <lxl< yp? +e. 
Se p > 0, tomamos / = lp? e |p? + el, assim 
xEl=p?-e<x?<p?+ e. 
Se p < 0, tomamos J = |—, p? +e. -— |p? — e [ assim 
xEl=p?-e<x?<p?+ e. 
Logo, f (x) = x? é contínua em todo p real. (Interprete graficamente.) m 


EXEMPLO 8. f(x)= |? 2! 
gi ll. sex <l 
é contínua em p = 1? Justifique. 


Solução 


Intuitivamente, vemos que f não é contínua em p = 1, pois o gráfico apresenta 
“salto” neste ponto. Para provar que f não é contínua em p = 1, precisamos achar um € 
> 0 para o qual não exista ó > O que torne verdadeira a afirmação 


“WxED,1-9<x<1+9=f()-e<f()<f(0)+e”. 


Como f(x) = 1 para x < 1 e f (1) = 2, tomando-se € = a (ou 0 < € < 1), para todo ô 
>0, 
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1-=8<x<1=f(0)=1 


e 1 não está entre f(1) — 


Zefa) + L Logo, não existe ó > O que torna 
verdadeira a afirmação E E 


“YxEDpl1-8<x<1+8> f-t <f@A<f) + +. 


n| — 


Portanto, a função dada não é contínua em p = 1. Observe que f é contínua em todo 
p+1l. m 


O próximo exemplo destaca uma propriedade importante (conservação do sinal) 
das funções contínuas. Tal propriedade conta-nos que se f for contínua em p e f (p) 4 0, 


então existirá um ó > O tal que f (x) conservará o sinal de f (p) parap- 0 <x<p+ó6,x 
ED 
f 


fcontínua em p ef (p) > 0, f contínua em p ef (p) < 0, 
existe ô > 0 tal que existe ô > 0 tal que 
p-8<x<p+8>f(x)>0 p—-ô<x<p+ô>fx<0 


EXEMPLO 9. Seja f contínua em p e f (p) > 0. Prove que existe ó > O tal que, Vx € 
D 
fP 


p-6<x<p+ó=>f(x)>0. 
Solução 


Como, por hipótese, fé contínua em p, dado € > 0, existirá 9 > 0 tal que Vx € D, 
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O 


poscis pto >f pm EsTe 


Como para todo € > O existe ó > 0 tal que Ú) ocorre, tomando-se, em particular, € = 
f (p) (por hipótese f (p) > 0), existirá um ó > 0 tal que, Vx € D, 


p-8<x<p +ó => fp) - fP) <fa) < fp) +f p) 


e, portanto, 


p-6<x<p+ó=>f(x)>0. 


De modo análogo, prova-se que se f for contínua em pe f(p) < 0, então (neste caso 
basta tomar e = —f(p)) existirá ó > 0 tal que 


Exercícios 3.2 


1. 


Da 


p-Ó0<x<p+ó=f(x)<0. m 


Prove, pela definição, que a função dada é contínua no ponto dado. 


a) f(x) =4x-3emp=2 
b) f(x)=x+1emp=2 
c) f(x) =-3xemp=1 
dDf=xXemp=2 

e) f(x) =xtemp=-1 

A fo)= Vx emp=4 
g) f&) = vx emp=0 
h) f(x) = Vx emp = 1 


EE: E 
Prove que f(x) = — é contínua em todo p 4% 0. 
x 


Seja n > O um natural. Prove que f(x) = x” é contínua. 


Prove que f(x) = Y x é contínua. 


é 2x sexs<l, , ig 
f(x) = | ara contínua em 1? Justifique. 


Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua em todos os 
pontos, exceto em —1, O, 1. 


Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua em todos os 
pontos exceto nos inteiros. 
: ; | sexeQ E ; 
Seja f dada por f(x) = L aere Mostre que f é descontínua em todo p 
T se x E 
real. 
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9. Determine o conjunto dos pontos em que a função dada é contínua. 
a) fix) = [x]em que [x] = máx {n € Z |n = x) (Função maior inteiro.) 


b) f(x) =x — [x] 


d A=] x2-1 sexeQ 
a l-12+1 sex EQ 


10. Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua apenas em —1, 
0,1. 


11. Determine L para que a função dada seja contínua no ponto dado. Justifique. 


rr.) 
s 
: | se x #2 
JD p= em p =2 
| L se x =2 
x — x 
b) f(x) = E se x É O np if 
| E sex=0 


12. Dê o valor (caso exista) que a função dada deveria ter no ponto dado para ser 
contínua neste ponto. Justifique. 


a) g(x) =- emp=2 
p= 
es 
b) f(x) =- emp = 0 
x 
. lx | 
ICO) =— emp=0 
x 
Es — +3 
À — srži 
| + se x=3 
| x sex<l 


e) g(x) = |+ sex>1 emp=1 
xX 
à P AT: 
p) f(x)= 


X— & 


13. Sabe-se que f é contínua em 2 e que f (2) = 8. Mostre que existe ó > O tal que 
para todo x € D, 


emp=2 


2-6<x<2+6=>f(x)>7. 
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14 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


2 


N 


23. 


. Sabe-se que f é contínua em 1 e que f (1) = 2. Prove que existe r > 0 tal que 


para todo x € D, 


3 : 
l=zr<x<l+r Ari fix) < 


to [tn 


Seja f uma função definida em R e suponha que existe M > O tal que | f(x) — f 
(p) | > M |x- p | para todo x. Prove que f é contínua em p. 


Suponha que | f(x) - f (1) | < (x — 1) para todo x. Prove que f é contínua em 


Suponha que | f (x) | > x? para todo x. Prove que f é contínua em 0. 


x sexeQ 


— — é contínua em 0. 
-x sexEQ 


Prove que a função f(x) = | 


Sejam f e g definidas em R e suponha que existe M > O tal que | f (x) — f (p) | 
< M |g (x) — g(p) | para todo x. Prove que se g for contínua em p, então f 
também será contínua em p. 


Suponha f definida e contínua em R e que f (x) = 0 para todo x racional. Prove 
que f (x) = 0 para todo x real. 


Sejam f e g contínuas em R e tais que f (x) = g (x) para todo x racional. Prove 
que f (x) = g (x) para todo x real. 


. Suponha que f e g são contínuas em R e que exista a > 0, a 4 1, tal que para 


todo r racional, f (r) = a” e g (r) = a”. Prove que f (x) = g (x) em R. 


Seja f(x) = x + É Prove 
X 
dif — f(DI= | 1+ —| Ix— Ilparax>0 
1 e oa 


| 
9 


bDIfO)—f(DIi=3Ix—lIpara x> 


c) fé contínua em p = 1 


24. Seja f(x) = x? + x. Prove que 


25 


* Prove que f(x) = x + 


a) | f(x)-f(2)|<20|x-2|para0<x<3 
b) f é contínua em 2 


é contínua em 1. 


” 


X 
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26. Prove que f(x)=x+ T é contínua em todo p > 0. 
x 


27. Sejam f(x) =x ep * 0. 


a) Verifique que | x? - p? | < 7 p’ |x- p |para|x|<2|p] 
b) Conclua de (a) que f é contínua em p 


3.3. DEFINIÇÃO DE LIMITE 


Sejam f uma função e p um ponto do domínio de f ou extremidade de um dos 
intervalos que compõem o domínio de f (veja o final da Seção 3.1). Consideremos as 


situações a seguir: 


Na situação (a), f não está definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade: 


para todo € > 0 dado, existe ô > O tal que, para todo x € D,, 


P-o <ra PTO rE EPSE OEA 


Na situação (b), f está definida em p, mas não é contínua em p, entretanto existe L 
satisfazendo (D; observe que neste caso a restrição x % p é essencial. Na situação (c), f 
é contínua em p, assim L = f (p) satisfaz (D. Finalmente, na situação (d), não existe L 
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satisfazendo (D em p. 
A propriedade (D é equivalente a 


para todo € > 0 dado, existe ó > O tal que, para todo x € D,, 


O<|x-pl<ó=|fO)-L|<e 


Observe que0O<|x-p|<ósp-ó<x<p+ó,x£Zp. 

Vamos provar a seguir que existe no máximo um número L satisfazendo a 
propriedade acima. De fato, suponhamos que L, e L, satisfaçam, em p, a propriedade 
acima; então, para todo € > O dado, existem ó, > 0 e ô, > O tais que 


0O<|Ix=p|<0 =>|f0)-Li|<e 


0<|Ix=p|<0 =|f()=L,|<e6; 
tomando-se ó = mín (ó,, 0,) 
O<|x-pl<ó=|f0)-Lil<seelfO)-Lo|<e. 


Das hipóteses sobre p e sobre o domínio de f, segue que existe xy € D; com 0 < | x, 
- p|<ó; temos: 


| Li = L,]=|L; = fo) + fo) = Ll < | Li = fo) | + | f(x) — Lo |. 


Assim, para todo € > 0, 


Logo, L, = L». 
De acordo com a definição que daremos a seguir, o único número L (caso exista) 
satisfazendo (D é o limite de f (x), para x tendendo a p : per fo) =. 


Definição. Sejam f uma função e p um ponto do domínio de f ou extremidade de 
um dos intervalos que compõem o domínio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, 
se, para todo € > O dado, existir um ó > 0 tal que, para todo x € D; 


0<|x-p|<8>|f@-L]|< e. 
lim f(x). 


x> p 


Tal número L, que quando existe é único, será indicado por 
Assim 
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[Ve>0,38> 0 tal que, para todo x € Df 
E AA A AS 


lim f(1=L<=o> 1 


x>p 


lim f(x)= L lim f(x)=L(L + Fpp) 
x> p x>p 


fnão tem limite 


lim f(x)= f(p) 
J Ju em p 


x> p 
Observações. 


1. Suponhamos f definida em p. Comparando as definições de limite e continuidade, 
resulta 


fcontínuaem p & lim f(x)= f(p). 
x>p 


2. O limite de fem p náo depende do valor (caso f esteja definida em p) que f assume 
em p, mas sim dos valores que f assume nos pontos próximos de p. Quando estivermos 
interessados no limite de f em p, basta olharmos para os valores que f assume num 
“pequeno” intervalo aberto contendo p; o conceito de limite é um conceito local. 


3. Sejam fe g duas funções. Se existir r > 0 tal que f(x) = g (x) parap=r<x<p+r,x 
lim g(x) 


4 
Press E 


existir, entáo E Fa ) também existirá e 


lim f(x)= lim g(x). (Por qué”) 


x>p x>p 
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EXEMPLO 1. Calcule os (k constante). 
Solução 


no qual f é a função constante f (x) = k. Como f 


-< Mm. FO), 
O que queremos aqui é |, o 


é contínua em todo p real 


lim k= lim f(x)= f(p) = k 


x>p x>p 


lim k=k 
X —> p 


(O limite de uma constante é a própria constante.) W 


isto é, 


EXEMPLO 2. Calcule m (3x — 2). 


Solução 
f (x) = 3x — 2 é uma função afim, logo, contínua em todo p real, em particular em p 
= 2: assim 


lim (3x — 2) = f(2) = 4. 
x=>2 n 


2 


EXEMPLO 3. Calcule lim 


x>1l Xx— 
Solução 


x lL y4] para x ž 1; g (0 = x + 1 é contínua em 1, logo 


x — 
lim (x+1)= g(D=2. 


x51 
Como 
x2 jm 
= g(x) para x £ 1 
E 
segue da observação 3, que 
0 xl A 
lim = lim (x+1)=2. 
x=ol X— x= l 
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| : ; 
deveria ter em 1 para ser contínua neste ponto.) E 


(2 é o valor que f(x) = 


e em ea se x + 1 
EXEMPLO 4. Calcule lim f(x)em que f(x)=4 y—] 
x>1 | 
RE se x = 1. 
Solução 


Parax*1; f(x)= Ea = y + |, assim 
` x—1 


lim f(x)= lim e lim (x+1)=2% f(1) 
= | 


x>1 x>31 x x- 


(Observe que f (1) = 3.) Pelo fato de E a * FU) segue que f não é contínua em 
1. E 


EXEMPLO 5. As funções dadas por f (x) =x" e g(x)=*Y/x (n > 1 natural) são 
contínuas. (Verifique.) Assim 


lim x” = p”, para todo p real, 
x=>p 


i niy = j rs j 
lim Yx = 4p, para todo p no domínio de g(x) = x m 
x=>p a 


Provaremos, na Secáo 3.6, que se P f(x)=L¡e lim g(x)= h 


; 2> então 
xp 


a) lim [fO)+gO)=L+Lb= lim f(x)+ lim g(x). 


x—>P x> p x—>P 
(O limite de uma soma é igual à soma dos limites das parcelas.) 


b) lim kf(x)=kL; =k lim f(x)(k constante). 


x—>p x>p 


c) lim fœ) ege x)= L- hL = lim f(x) lim g(x). 


x> p x> p x—>P 
(O limite de um produto é igual ao produto dos limites dos fatores.) 


: H L 
d) lim Je. ~ desde que Ly 4 0. 
x>p gx) Lo 
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Por enquanto, vamos admitir tais propriedades e usá-las. 


EXEMPLO 6. Calcule lim (5xº — 8) 
X & 


Solução 
lim (5x7 — 8)= lim 5x? + lim (—8) 
x>2 x>2 x>2 
=5 lim x + lim —8 
x 32 x>2 
=5:2 —-8=32 
Assim, 
lim (5x3 — 8) = 32. E 
x-2 
EXEMPLO 7. Calcule Jim “UT. 
x>3 x-3 
Solução 
Como a A — 3) = 0, a propriedade (d) não se aplica. 
[x — 43 X —y3 
pa A. q TA para x + 3 
x—3 (Nx —N3)Nx+N3) Vx+43 
e 
z l l 
lim = — 
3 yx +43 2413 
segue-se que 
f Vx — 43 : l l 
lim ————— = lim —->—-—— = —. E 
x>3 x-—3 x>33 yx + y3 243 


Deixamos a seu cargo verificar, por inducáo finita, que se a 


lim AL0)= Bo lim EGOSL 


x>p x>p 


1* então 


lim AA +ROD +... +O L ++... 
X -> P 


lim [100400 ... fm 0) = Lila ... Ln 
x—>p 
para todo natural n > 2. 
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+L 


lim fi(x)= Li, 
P 


n 


x*—2x+1 


EXEMPLO 8. Calcule lim 


z=] x3+3x2+1 


Solução 
Como lim pé — 2x+1]=0€e Bu pó +32 + 1]=5%0, pela 
XxX p 
propriedade (d), 


lim Ea ER = 


xt —2x+1 0 
r>1 xX + 3x2 +1 5 


+1 


EXEMPLO 9. Calcule lim 


Solução 


lim 
x=o-—l 


r>-11x2+4x+3 


, 
(1% + 4x + 3) = 0, logo a propriedade (d) não se aplica. Como —1 é raiz de 


x? + 1 e de x? + 4x + 3, estes polinômios são divisíveis por x + 1: 


x+1=(x+1)02-x+ D)ex?+4x +3 =(x + 1) (x + 3). 


Assim 
x3 +1 : x2-x+1 3 
lim >= lim ——— =— 
x>-1x*+4x+3 x>-1 x+ 3 2 
/ a DEI 3 x3 +l 2-x+1 
| Observe: lim —————-=-—eJr=ltal e IS” EE EA para 
À x5-1 t+ 3 i +4x+3 r+3 
3+1 o x?-x+1_3 
—2 <x<0,x# — 1; pela observação 3, lim 5 lim T =, |e 
x=>-1 x? +4x+3 x-1 x+3 2 
3x — 32 
EXEMPLO 10. Calcule lim 2- = 
2 


Solução 


Assim 


Segue 


x52 > dia 


Yx — 2 | >. 
iS = A AA 
a yx“ +3x32x +4 
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x52 4x2 +Y2x +34 aa 


O próximo exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de funções 
contínuas são contínuas. 


EXEMPLO 11. Sejam f, g contínuas em p e k uma constante. Então f + g, kfe f: g 
são contínuas em p; = também será contínua em p, desde que g (p) 4 0. 


Solução 


Como fe g são contínuas em p, Ep FO) = f(p) e E 8 (x) = 8 (p). Segue 


das propriedades (a), (b) e (c) dos limites que 
lim [fO)+g0O)= lim fŒ% + lim £(0) =f(p) + 2£(p), 


Xx— p x—>p TP 
lim kf(x)=k lim f(x» = kf (p) 
x>p x>Pp 


lim fO)g0)= lim f(x) lim g(x) = f(p) 2 (p); 


x>p x>p x>p 


logo, f + g, k f e f : g são contínuas em p. 
Sendo g (p) + O 


lim TE aP 
x>p g(X) 2(p) 


logo Le também contínua em p. E 


Deixamos a seu cargo verificar que se f,, fo, ..., fa (n > 2 natural) forem contínuas 
em p, então f, + fa +... +f efit htf: --. f, também o serão. 


EXEMPLO 12. Toda função polinomial é contínua. 
Solução 
Sendo f uma função polinomial, existem n € N e números reais ap, a,,...,a, tais que 
f(x) =ap + ax"! +... +4, xta; 
assim f é soma de funções contínuas, logo f é contínua. E 


EXEMPLO 13. f dada por f(x) = 3x? — x +42x +43 é contínua, pois se 


A 
3 
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trata de uma funcáo polinomial. (Lembre-se: dizer que f é uma funcáo contínua 
equivale a dizer que f é contínua em todos os pontos de seu domínio.) E 


EXEMPLO 14. Toda função racional é contínua. 
Solução 


e i A | 3 m : e A 
Sendo fuma função racional, f =, em que g e h são funções polinomiais. Assim, 


f é contínua em todo p que não anula o denominador, isto é, fé contínua. E 


3x5 +6x+1. 


EXEMPLO 15. f(x) = é contínua em todo p + +43. 
=3 


> 


Solução 


f é uma função racional, assim f é contínua em todo p de seu domínio, isto é, f é 
contínua em todo p + +43. m 


EXEMPLO 16. Prove que 
lim f(x) =0 & lim If()I=0. 


x> p x> p 
Solução 


F (1) =0 Jve>0,38>0 tal que Vx E Df 
qa TSt S locis- pies => If(x)-01<€ 


al | Ve>0,38>0 tal que Vx € Df 
[0O<Ix—pi<ô>sIIf(x)l—-0I<e 


& lim |f(x)1=0. 
x>p E 


EXEMPLO 17. Prove que 


lim f(x)=L& lim fip+h)=L. 
h=0 


x=>p 
Solução 


Suponhamos , ` assim dado € > 0 existe $ > 0 tal que 


lim f(x)= L 
>p 
0O<|x=p|<6=|f(03) - Ll] <e 
daí 
0O<|h|<ó=0<|(p+h-p|<ó=|f(p+h)-L|<e, 


ou seja, 
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O<|lh|<ó=|f(p+h)-L|<e 
Assim 


lim f(p+ h)= L. 
h=>0 


Verifique você a recíproca. E 


EXEMPLO 18. (Conservação do sinal.) Suponha que EF f(x) = L, prove que 
existe ó > O tal que, V x € D; 


p-6<x<p+ó,xzp=>f(x)>0. 
Solução 
Sendo e FO) =, para todo € > O dado existe ó > O tal que, Y x € D; 
p-Ó<x<p+óo,x*p=L-e<f(x)<L+ e. 
Para €= L, existe ô > O tal que, V x € D; 
p-6<x<p+ó,xzp>L-L<f(O)<LA+L, 
ou seja, 


p-ô<x<p+ó,x2p=f(x)>0. 


Exercícios 3.3 


1. Calcule e justifique. 
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. > 
a) lim x* 
x>2 


c) lim 
x=-u2 


(4x +1) 
e) lim 50 
x= —9 


g) lim yx 
x>4 


i) lim 45 


x= —8 


r) lim 
x= dy — 


t) lim 
x=0 xt +2 


b) lim (3x + 1) 


x51 

d) lim 5 
x=10 

f) lim (~x? — 2x +3) 
x> — 


. 3/ 
h) lim xx 
x>-3 


j) lim 


x>3 X— 


m) lim 
x= -—l 


o) lim 
zst x=] 
lea 
q) lim s E 
x-3 


x>3 


s) lim 
x=2 

> NE: — 1 
w) lim —>——————— 
x>1 y 2x +3 — y5 


Determine L para que a função dada seja contínua no ponto dado. Justifique. 


| x? —8 
. des 
Dfx)=4 x—-92 dci em p=2 
| L sex=2 
yx — 43 
b) f(x) = *=3 PAR E p= 
L se x= 
| co se x ÉS 
c) f(x) =) x +5 — 10 em p= 
| L se x=5 
+ e 
fO)=4 x+1 ecos é contínua em -1? E em 0? Por quê? 
2 se x=-—1 


Calcule lim 
h=>0 h 


EFE TO) 


sendo f dada por 
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a) f (x) = x° 
b) f (x)=2x° +x 


c) f(x) =5 
d) f (x) = -x° + 2x 
e) f=2 
A f(x) = 3x +1 
Calcule. 
a) lim +1 
x>-1x*-—1l 


c) lim (x? + 3xh) 


h=0 


> 


e) lim — 
x53 x“ +9 
4, — 4] 
E VN ip 
g) lim MVP pto 
x>p x— Pp 


3-1 


i) lim —=——— 
x>1 14 +3x-4 


I) lim 
x>p X—P 
x” p” 
n) lim ———— (n > 0 natural) 
x>p X—P 


p) lim 
x>2 x—2 


É x) — g(p) 
r) lim 80) — gip) onde g(x) = — 
x5p Xp xe 


Prove que existe ó > O tal que 


I-8<x<1+8 >22- sa a 


Prove que existe ó > O tal que 


b) lim 
x>50 


d) lim 
h=0 


f) lim 


x>p 


h) lim 


x>2 


j) lim 


x57 


m) lim 
x>p 


o) lim 
x>p 


x + 1? 
3x3 + xt +x 
(x + h}? — x? 
h 
Yz -4P 
(p O) 
p 
x? — 5x? +8x— 4 
x* —5x— 6 
Vx — 7 
TE e SS V14 
xt — p’ 
xp 
Rx = 4p 
SB 
Fx) fp) 


q) lim 
x>p 


l x 


- 


x? +1 


x= —p 


h 


+ 3x 


<2+ 


l 
onde f(x) =— 
X 


onde f(x) = x2-3x 


2 


| 
2 


Sejam f e g definidas em R com g (x) é O para todo x. Suponha que 


f(x) 


lim 
x>p g(x) 
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= 0. Prove que existe ó > 0 tal que 


9. Suponha que FR f(x) = 


todo x € Dp 


L. Prove que existem r > 0, « e f tais que, para 


US [es pps efe) <P. 


Interprete graficamente. 


lim f(x) = 


10. Suponha que gp L. prove que existem r > 0 e M > 0 tais que, para 


todo x € Dp 
0O<[x=p|<r=|f0)|<M. 
11. Prove: se fA)=L Pd [f(x) — L] =0. 
12. Prove: sam fO)=L&S m Ifœ-—LI=0. 
13. Prove: lim Je) - 0 & lim REA a 
.>p 4 — Pp x>p Ix— pl 


14. Suponha que existe r > O tal que f(x) > 0 para 0<|x-p|<reque 
lim f(x) = L 


e ` Prove que L > 0. 
xp 


(Sugestão: Suponha L < 0 e use a conservação do sinal.) 


15. Suponha f contínua em R e f(x) > O para todo x racional. Prove que f (x) > 0 
para todo x. 


3.4. LIMITES LATERAIS 


Sejam f uma função, p um número real e suponhamos que existe b tal que Jp, b| C 
D,. Definimos: 


JvVve>0,38>0 tal que 


DO SD E, A TSE 


x> p* 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à direita de f, em p. 
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Quando x tende a p, pela direita, f (x) tende a E: 3 Ta lu) = E 

Suponhamos, agora, que exista um real a tal que Ja, pl C Dp Definimos 
li do Ve>0,35>0 tal que 
o PSI PIE E SAA LE 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à esquerda de f, em p. 


Quando x tende a p, pela esquerda, f (x) tende a L: | o f(x)= L 


É uma consequência imediata das definições de limite e de limites laterais que se 
lim g(M) =L 


o e se, para algum r > 0, f(x) = g (x) em Jp, p + rl, então 
' m, f0)= a 8 (x) = L. se ocorrer f(x) =g (x) em Jp — r, pl, então 
lim fO)= lim g(M)=L. 
Xx> p” x>Pp 


ON oa 
EXEMPLO 1. Calcule lim f(x)e lim f(x), sendo f(x) = | == EA <1 
x =3 1" E [2x se x>l. 
Solução 


lim f(x)= lim 2x =2e lim f(x)= lim x = 1. 


x>ol' x>1 x=o1 x>1 O 
f Ixl i lx] 
EXEMPLO 2. Calcule lim —e lim —. 
-0r sã RE ão o 


Solução 
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lim — = lim l=le lim — = lim -—1=-—1. ña] 
zoo” Xx x>0 250" x x>0 


Teorema. Sejam f uma função, p um número real e suponhamos que existam a 
e b tais que Ja, pl e Jp, bl estejam contidos em D,. Então, 


f admite limites laterais à direita e à esquerda em p 
lim fO)=L & je lim fO)= lim f(x») = L. 


x>Pp x> pf x> p 


Demonstração. Deixamos para o leitor. E 


Observações 
l. se lim f(x)e lim f(x) existirem e forem diferentes, então lim f(x) não 
x>Pp x>p x>p 
existirá. 


1w 


Se existirem a e b tais que Ja, pl e Jp, b[ estejam contidos em D, e se, em p, um dos 
limites laterais não existir, então Tr H X) não existirá. 

Se existirem reais r > 0 e b tais que Jp, b[ C De lp - r, pl n D,= q, então 
lim f(x) = lim 


x>p x>p 


pl C Dye lp, p + rl n D= ọ, então , 


b. f(x), desde que o limite lateral à direita exista. Se ocorrer ]b, 


lim f(x) = lim 


>p >p f(x), desde que o limite 


lateral à esquerda exista. 


xi 
EXEMPLO 3. lim — existe? Por quê? 


x>0 X 
Solução 
a [x] , , Ix] f 
lim — = lim 1=1 e lm ——= lim -— 1=-1. 
30" «X x>0 oO E x>0 


Exercícios 3.4 


i Ixl à f Ixl . 
Como lim ——% lim ,segue que lim — não existe. m 
x50 x x 50" x>0 x 


1. Calcule, caso exista. Se não existir, justifique. 
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ER TI 14] 


a) lim — — b) lim 
x5tt x—1 x> xl 
. My — FU) . x+1lsex=>=l 
c) lim = emque jo). À 
E x— 2x 120.11 
r a ARS 
d) lim yx e) lim ——— 
x>0 x5o1 x—1 
q MES IL) agem ca FL eal 
Í Ae a emque f(x) = ds sell 
. 12 —2x+1 . ll 
g) lim —————— h) lim ——— 
x> 2* x= x>3 x—1 
Ed (x)= TU : 2 = 
i) lim INTO emque f(x) = fx din 
Em f 12x —1 se x>1 
| x se xz2 
3 E 80) 8l) emque g(x) = ] x? 
3 (x) — g(2) J E 
D) lim Se sendo g a função do item (j) 
x>2* xx 
: g(x) — g(2) z la ! 
m) lim - em que g é a função do item (j) 
x>2 xX da 
A afirmação 
lim f(x) = lim JC) > j conínua em p” é falsa ou verdadeira? 
x>p x>p 
Justifique. 
Sn É ER ce lim f(x)= lim f(x) 
Dada a função f(x) = —————=, verifique que se dd o 


Pergunta-se: fé contínua em 1? Por qué? 


Dê exemplo de uma função definida em R, que não seja contínua em 2, mas 
que lim f(x)= lim f(x). 


x>2* x>2 


Suponha que exista r > 0 tal que f(x) > 0 para p < x < p + r. Prove que 
a p, (00 desde que o limite exista. 


Sejam fuma função definida num intervalo aberto I e p € I. Suponha que f(x) 


. A) fp) na, 
< f (p) para todo x € I. Prove que lim 2=0 desde que o limite 
x>p xP 
exista. 
o fO)-FC(p) o FO) HKD) 
(Sugestão: estude os sinais de lim A ede lim An 
x p* xP x> p x—P 


116 


3.5. LIMITE DE FUNCÁO COMPOSTA 


Sejam fe g duas funções tais que Imf C D,, em que Imf é a imagem de f, ou seja, 
Imf = { f (x) |x € D}. Nosso objetivo é estudar o limite 


lim g(f(x)). 


Xp 


lim f(x)=a 


Supondo que ¿7 E 


é razoável esperar que 


u 


(1) lim g (f(x) = lim g(u) 


x=P u= a 


desde que o 8 (1) exista (observe: u = f(x); u > a para x + p). Veremos que (D se 
> da 
verifica se g for contínua em a ou se g não estiver definida em a. Veremos, ainda, que 


se g estiver definida em a, mas não for contínua em a Cum. g(u) + g (a)) (D se 


verificará desde que ocorra f (x) 4 a para x próximo de p. Os casos que interessarão ao 
curso são aqueles em que g ou é contínua em a ou não está definida em a. O quadro 
que apresentamos a seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de função 
composta no cálculo de limites. 


lim F(x)=>? 


x— P 


Suponhamos que existam funções g (u) e u = f (x), no qual g ou é contínua em a 
ou não está definida em a, tais que 


F (x) = g (u) em que u = f (x) x E Df, lim f(x)= a (u — a para x—> p) 


Ep 


e que un SU) exista. Então 
— C 


lim F(x)= lim g(u). 


x>p u— a 


Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da seção a demonstração da 
validade de (D. 


EXEMPLO 1. Calcule lim T 
rail DO 


Solução 
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9 9 
ix“ — 1 
| 


Sh ad: 


= x“ 
= Ju em que u= 


| i x=] 
a 
f r“ = 1 E. A 
lim =2e g(u) = yu é contínua em 2. 
fal =] 
Assim, 
| bo) 
ç pl : r = 
lim | = lim yu = 42. 
x51y x— us 
À scene TE 
EXEMPLO 2. Calcule lim dai A 
x>1 x — 1 


Solução 
Façamos u = 3 — xº; assim 
(3— x3) -16 ut —16 
x?—1 ~ 2-u 
Para x 1, ut 2. Então: 


o 3-x)8-16  ut—16 
selim. 
x= 1 x>-1 
(u — 2)(u + 2)(u? + 4) 


2— u 


lim 
us 


=-— lim (u + 2)(u? + 4) =-32. 
u=>2 


a 
EXEMPLO 3. Calcule Jim Nºt2 -1 
x5-l x+ l 


Solução 


Façamos u = Y x + 2; assim x = u’? - 2. 
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- 
E ad | p= / 
= „u= 3x +2, xA]. 


N = 
x +1 u’ — 
3 
a =] / =] 
lim + = lim a 
x>—l x+1 u=>1 ul — 1 
y t= 
= lim : 5 
us (= Due ut 
sap 
3 
Assim, 
JA 
qx +21 1 
lim + =— a 
x=o-—l +1 3 
EXEMPLO 4. Se UM f0)=L então lim [fO)P = P. 
*>P x>p 
Solução 
Como h (u) = u° é contínua (veja Exemplo 7-3.2) 
lim [f]? = lim u? = 12. = 


x>p u —> 


EXEMPLO 5. Suponha g (x) £ 0, para todo x € D, L # 0 e Er 8(x)= L prove 
l 
y 


que lim 
x>p 8(X) 


Solução 


| 
= — em que u = g (x), x E D,- 
g(x) u E 


É. , ! Lo 
Como A (u) = — é contínua em todo u % 0 (veja Exercício 2-3.2), segue-se que 
u 


5 l 
lim —, 
us Lu L 


lim 
x>p g(X 


Observação. Se lim sS Lz 0, pela conservação do sinal, existe r > 0 tal que 
x> p 


g (x) *ž 0 para 0 <|x-p|<r,x €D, 


Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a hipótese g (x) 4 O 


que aparece no Exemplo 5 é dispensável. Assim, 
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: l | 
lim gO)=LL+HO > lim —. 
x>p x>p g(x) L 


Vamos, agora, demonstrar ® no caso em que g é contínua em a. 


Se lim FG) = a 
X -> P 


Teorema 1. Sejam f e g duas funções tais que Imf C D,. 


contínua em a, então, 


lim g(f(x) = lim g(u). 


x>p u= a 


Demonstração 


lim 


EF g (u) = 8 (4). Precisamos provar que, para todo € > 
=R 


Sendo g contínua em a, E 
O dado, existe ó > O tal que 


0O<|]x=p|<9=g(a)-= €< g (f (x)) < g (a) + €. 


Como g é contínua em a, dado €> 0, existe ó, > O tal que 


(2) a-ô|<u<a+ô, > gla) — e< g(u) < g(a) + e. 
Como a f(x) = a. para o 6, > 0 acima existe 6 > O tal que 
(3) 0<I=p124=3 =, <70)Sa+td 


De © e © segue-se que 
0O<|x-=p|<ó=g(a)-e<g(f(x))<gl(a)+e. m 


Observação. O teorema acima conta-nos que, se g for contínua em a e 
lim FO) = nto lim 2 1) = g(a)= 2 ( lim fOD) o que nos mostra 
x>p x>p x> p 


que os símbolos lim e £ podem ser permutados em lim 8 09): 
x>p x=>p 


lim g(f(x)) = g( lim f(x). 


X> P X — P 
O próximo exemplo nos diz que composta de funções contínuas é contínua. 


EXEMPLO 6. Sejam fe g tais que Imf C D,. Se f for contínua em p e g contínua em f 
(p), então a composta h (x) = g (f(x)) será contínua em p. 


Solução 
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lim g(f(0)=g( lim f(x)=ãe(f(p)): 


X P X -> P 


logo, h (x) = g (f (x)) é contínua em p. m 


1 ~ . ki j Xx) = 
Teorema 2. Sejam f e g duas funções tais que Imf C D,, x E f(x) = a a 


lim g (u) = L. Nestas condições, se existir um r > 0 tal que f(x) % a para 0 < | x 
lim g(f(x)) 
— P 


u— a 
—-p|<r, então ` existirá e 
X 


lim g (f(x%))= lim g (u). 


x>p u=>a 


Demonstração 
Como mi 8 (u) = L, dado € > 0, existe 6, > 0 tal que 
A —€ 
(1) O<lu-al<ô >Ig(u)-LI<e 
Como o Í (x) = As para o 6, > O acima existe 6, > O tal que 
© 0<lx-pl< ô > If()-al<8,. 
Tomando-se $ = mín (6,, r}, segue de (2) e da hipótese 
(3) GSE - PIC 010-4138, 
De O e © resulta 
0<|Ix-=p]<6=|g (f(x) -L]|<e. 


Assim, 


lim e fx) =L= lim g(u). ll 


x=>p u=>a 


Observação. Se g não estiver definida em a, segue-se da hipótese Imf C D,, que f (x) 
F a para todo x € D; Assim, neste caso, a condição “existe r > O tal que f(x) % a para 
O<|x-p|<r” é dispensável. Entretanto, se g estiver definida em a, mas não for 
contínua em a, tal condição é indispensável como mostra o próximo exemplo. 


EXEMPLO 7. Sejam f e g definidas em R e dadas por f (x) = 1 e 


(u)=44 +1 se u 5 
$ |3 se u=1 


Temos 
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lim f(x)= le lim g(u) = 2. 


x=p ul] 


Como g (f (x)) = 3 para todo x, segue que 
lim g(fO) + lim g (u). 


x=>p u= 1 


Este fato ocorre em virtude de não estar satisfeita a condição “existe r > O tal que f 
Z(x)1lpara0<|x-p|<r”. m 


Exercícios 3.5 


1. Calcule 
ix) +1 > dx? +3 -2 
a) lim 3 HA 
x=-l | x+1 x51 xº —1 
— 3x+7-2 — W+5-2 
c) lim — d) lim — 
x=>l x—1 x=>l x“ —1 
2 ; Ea f(x) 
" Seja f definida R. Suponha que lim = |. Calcule 
x>0 X 
o fGx) (x?) 
a) lim Í b) lim J 
x>0 X x50 X 
i (12 — 1) , (7x) 
c) lim sem d) lim ) 
xl A a l x> 0 3x 


3. Seja f definida em R e seja p um real dado. Suponha que 


y (x) =D) 
lim FT, L. Calcule 
x>p o ii Pp 
EN a (p + 3h) — fly 
a) lim RE AO INE b) lim INP PROA 
h=>0 h h=>0 h 
 fp+h-f(p—h)  fp-h- fip) 
q ss d) lim ————— 
h=0 h h=0 h 


3.6. TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema (do confronto). Sejam f, g, h três funções e suponhamos que exista r 
> 0 tal que 


fœ <g)<h x) 
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para 0 < | x — p| < r. Nestas condições, se 


lim f(1)=L= lim A(x) 


X — P Xx => Pp 
entáo 


lim g(x)=L. 


Xp 


Demonstração. (Veja Seção 3.9.) 


EXEMPLO 1. Seja f uma função e suponha que para todo x 


LFG) | sx 
1) Calcule, caso exista, ca Fx). 
7) fé contínua em 0? Por quê? 
Solução 
1) |F| <x S -x < f(x) <x. 
Como lim — Y =0= lim Y segue do teorema do confronto que 


x50 x UU 


lim f(x) =0. 


x>0 


b) Segue de (a) que f será contínua em 0 se f (0) = 0. Pela hipótese, | f(x) | < x? 
para todo x, logo, | f (0) | < 0 e, portanto, f (0) = O. Assim, 


lim f(x) = 0 = f(0), 


x>0 
ou seja, fé continuaem 0. m 


O próximo exemplo nos diz que se f tiver limite O em p e se g for limitada, então o 
produto f- g terá limite O em p. 


EXEMPLO 2. Sejam f e g duas funções com mesmo domínio A tais que 
lim f)=06 | g (x) | < M para todo x em A, em que M > 0 é um número real fixo. 


X > pP 
Prove que 
lim f()g (x) = 0. 
X -> P 
Solução 
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FO) 96) |=1Ff0) lg CI) I<MI fed | 


para todo x em A. Daí, para todo x em A 


=M | fe I<fe)gC<MI|fe) |. 
De o fQ)=0 En MIif(!1=0 
teorema do confronto 


lim —MIf()1=0. Pelo 


segue que , Fer 


lim f(x) g (x)= 0. m 
X—s P 
; 2 |1 sexeQ 
lim ee (x) = | 
EXEMPLO 3. Calcule E 8 (X) em que g(x) | == O 


Solução 


x p] p E 
mg = 0: como m 8 (xX) não existe (verifique) não podemos aplicar a 
Xx5U A > U 


propriedade relativa a limite de um produto de funções. Entretanto, como g é limitada, 


- 


(| g (x) | < 1 para todo x) e a x = 0, pelo exemplo anterior 
x—U 


limitada 


im g (9) 4 
x-—>0 A sr 
o `- 


Exercícios 3.6 


1. Seja f uma função definida em R tal que para todo x * 1, 
e) 


+3 f(x) < al . Calcule ma 109) e justifique. 
x—1 a 
2. Seja f definida em R e tal que, para todo x, | f (x) - 3 | < 2 | x - 1 |. Calcule 
E ps ÍO) e justifique. 
EM a gq) 
Suponha que, para todo x, | g (x) | < x*. Calcule lim 
x>0 xX 
4 Ra E qu 
` a) Verifique que lim sen — não existe. 
x>0 X 
l 
b) Calcule, caso exista, lim x sen —. (Justifique.) 
x>/U Xx 
5. ; . fœ- f(O) . 
Calcule, caso exista, lim ——————— em que fé dada por 
0 x—00 
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, f | 
> | no 
E a x sen— se x OQ 
a) fa) = | x^ sen F sex*0 b) fx) = | x sen E se x 

lo sex=0 | 0 sex=0 


6. Sejam fe g duas funções definidas em R e tais que, para todo x, [g (0]' + [f 
(091'= 4. Calcule e justifique. 


i 3 ; E | 9 
a) lim x” g(x) b) lim f(x) 3! x? -9 
x50 = 3 


7. Seja f definida em R e suponha que existe M > O tal que, para todo x, | f(x) — f 


(p) |<M|x-p É 
a) Mostre que f é contínua em p. 
T 
b) Calcule, caso exista, lim ren A 
x> p s a P 


8. Sejam a, b, c reais fixos e suponha que, para todo x, | a + bx + cx?| < | x |. 
Prove quea=b=c=0. 


lim fx) =L > lim If(x)l= ILI. 


x> p x>p 


o 


Prove: 


(Sugestão: verifique que | | f (x)| -| L || <|f(x)- L |e aplique o teorema do 
confronto.) 


10. A afirmação 


“lim Ifœ)I=ILI = lim f(x)= L” ¿ falsa ou verdadeira? Por quê? 


X —> P x > p 
11. Dê exemplo de uma função f tal que sad ECON existe, mas na 10) não 
exista. 
(h) . fh) 
l2; Prove: lim J =0 & lim = =0. 
h> 0 h h=0 | h | 
3.7. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
Lembrando que sen (-x) = -sen x, segue da propriedade (5) da Seção 2.2, que 


existe r > 0 tal que, para todo x, com | x | <r, 


(1) Isenxl= xl. 


(Interprete geometricamente esta desigualdade.) 
Vamos, agora, utilizar © para mostrar que 


© Isenx— senpl<!|x-— pl 
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para | x — p | < 2r. Temos 


xp x+p xp x+p 
en x — sen p| = 12 sen 2 cos = 2 Isen E! Picos TT 2, 
| sen x — sen p | = I2sen o | Isen 3 | Icos > | 
ET Ds 
Delcos 5 Pig l, segue 
xp 
(3) | sen x — sen p| = 2 Isen DA, 
De (D segue que, para | x — p | < 2r. 
di E eP 
O Isen As IAH. 
De © e (4) resulta 
|senx-—-senp|<|x-p| 
para | x — p | <2r. 
Fica a seu cargo mostrar que 
(5) Icosx— cospl<Ix—pl 


para ¡=p | <2ZE, 


Teorema. As funções sen e cos são contínuas. 


Demonstração 
Seja p um real qualquer. Por O, 
|senx-senp|<|x-p| 


lim (x— p)=0 


para |x— p|<2r. Como 7. a 


* segue, do teorema do confronto, que 


lim (sen x — sen p)=0, 
x= a p 


ou seja, 


lim sen x = sen p. 


x> p 


Logo, sen x é contínua em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, resulta que sen x 
é contínua em todo p real, isto é, sen x é uma função contínua. Fica a seu cargo a 
demonstração da continuidade da função cos. E 

Deixamos a seu cargo provar, como exercício, que as funções tg, sec, cotg e cosec 


126 


sáo, também, contínuas. 


. sen Y 
3.8. O LIMITE FUNDAMENTAL lim — 


x>0 X 


Pela propriedade (5) da Seção 2.2 (veja justificação geométrica ao final da seção) 
existe r > 0 tal que 


O<senx<x<tgx 
para 0 < x < r. Dividindo por sen x 
E | 


< 
sen X cos X 


I< 


e, portanto, para 0 < x <f, 


sen x 
X 


cos x< <<, 


Por outro lado, 


sen (—X 
=r<x<0=>30<-x<r > c0s(=1)< MED, 


sen (—x) _ sen x 


Como cos (—x) = cos xe 

=y XxX 

sen x 
-=<x<0 > cosx< — < 1. 
Assim, para todo x, com 0 < |x| <r, 
sen x 

con < — <l. 

Como lim cosx=1 = lim |, pelo teorema do confronto, 
x>0 x>0 


sen A 


— 


= l oux = sen x. 


Observe que, para módulo de x suficientemente pequeno, 


Interprete geometricamente. 


sen 5x 
EXEMPLO 1. Calcule lim <P 


x>0 X 


Solução 
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lim = lim 5 = lim 5 = $5, 
x>0 X x>0 DX u=0 u 
(ana 
u 
ou seja, 
sen 5x 
lim = 5. [E 
x> 0 X 
i l — cos x 
EXEMPLO 2. Calcule lim ———>5— 
x>0 b ces 

Solução 

`. I-cosx — 1l— cos? x l — sen?x l | 

lim ———= lm ————= lim z— *———— = — 
x> 0 xe x>0 y4 I+tcosx x0 x* l+ cos x 2 
pois, 

p 

f sen4x . l l 
lim — =le lim ———— = —. 
LO E x>0l+cosx 2 


Justificação geométrica da propriedade (5) da Seção 2.2: 


x tg x 
área å OAP = = T e área AOAT = z . (Veja figura na página seguinte.) 


Por uma regra de três simples calculamos a área a do setor circular OAP: 


27 rad — área 1 


x rad — área q 


Portanto, área do setor circular QAP = 


|= 
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T a ; 
Assim, para O < x < > (x é a medida em rad do arco AP), 


sen X X te x 
E og 


2 2 2 


ou 


senx<x<tgx. 


Exercícios 3.8 


1. Calcule. 
a) lim b) lim 
x>0 xXx x> 0 sen x 
a sen 3x : sen x 
c) lim ——— d) lim 
x=0 x I>a L-T 
2 Voz 
e) lim f) lim 
x=>0 sen x x>0 tg x sen x 
g 3x ` I-cosx 
g) lim hy lim — 
x>0 sen 4x x>0 X 
=. I— sen x o 1 
i) lim E j) lim x sen— 
y E x>0 x 
2 
te (x — p) sen (x? — p?) 
D lim E, pão m) lim A A 
A: a Jn x>p à a 
1 
E 
sen (£ + =» — sen E l HS 
n) lim AAA o) lim ——-——————— 
x>0 xX x>0 xº — sen x 
. x-te x sen TIX 
p) lim AAA q) lim 
x>0x+tgx x51 x—1 


2. a) Prove que existe r > 0 tal que 


cmr="< iii -1<0 
x 
para0<|x|<r. 
b) Calcule lim SÊ 
x>0 E” 
3. Calcule. 
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sen x — sen p 


a) lim b) lim cos Xx — cos p 
E RE E p > p > Pp 

te x— tg p Sec x — SOC p 

c) lim E: A d) lim pS E 
x>p A Aa P x>p Xx— p 


3.9. PROPRIEDADES OPERATÓRIAS. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema. Se k for uma constante, lim f(x)=Le lim g(x) = Li então 
X —- pP x= Pp 


lim [f£0)+20]=L+L£L¡= lim fo)+ lim 200). 
x>p x>p x=>p 

lim kfQ00)=kL=k lim f(x). 

x= p x— p 

lim fœ)g x)= LL = lim fœ) lim gw. 
X — p X — p X -> P 


f(x) 


L 
= — desde que L, + 0. 
x=>p 8(X) Li 


lim 


Demonstração 


a) |f(x&) +g (xX) - (L+ L)|<|f(x)-L |+ |g (x)- L|. Da hipótese, dado €> 0, 
existe ó > O tal que 


| fa) =LI<£ 
0<lx-=pl<8 = | 


y |m SN 


e) — LI< 


t 


daí 
0O<|x=p]|<0=|[f(x) + g (x)] - (L+L,)|<e. 
b) Se k= 0, kf (x) = 0 para todo x € D, logo 


lim kf(0)=0=k lim fx). 


x=>p x>p 
Se k% 0, dado € > 0, existe 9 > 0 tal que 
O<Ix-pi<ô=>If()-—LI< = 
daí 
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0<|x=p|<0=|kf(x)- kL |< e. 
, l 2 ; 2 ne 
Cf (x) g (a) = 4 [Ff 009) + g CO) — (f(x) — g (07 (verifique). 


lim [f(x)+ g o? =[ lim (f(x)+ g (x)? = (L + L; y (veja Exemplo 4-3.5) 


x>p x>p 


lim. [f e (a)? =[ lim (f(x)—g (op = (L — L; E 


Xx— p x=>Pp 
lim f(x) g (x) = $ [CL + Bi ==: Dz = LL. 
x>p 


i EE) é | | L 
d) lim yo) - lim f(x): =L: 
x>pg2(x) x>p g(x) Li Li 


Demonstração. (Veja Exemplo 5 da Seção 3.5.) E 


Demonstração (do Teorema do Confronto). 


Como, por hipótese, e TOSES a h (x); dado e> 0, existem 6,>0e6,>0 


x>p 


tais que 


0<|x-p|<ő6 =>L-e<f(x)<L+e 


O<|x-=p|<06,=>L-e<h(x)<L +e. 
Tomando-se ó = mín (ó,, ô», r} vem: 


O<|x-p|i<ó=>L-e<fl)<gl)<h()<L+e 


logo 
O<|x-p|<ó=>L-e<g(x)<Lh+e 
ou seja, 
lim g(x)= L. m 
x>p 
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4 


EXTENSÕES DO CONCEITO DE LIMITE 


4.1. LIMITES NO INFINITO 


Nosso objetivo, nesta seção, é dar um significado para os símbolos 


lim f(Q)=L 


x>+%0 
(leia: limite de f (x), para x tendendo a mais infinito, é igual a L) e 


lim f()=L 


x=>-—0 


Definição 1. Seja fuma função e suponhamos que exista a tal que Ja, +o[ C D; 
Definimos 


[Y e >0,3ô > 0, com ô> a, tal que 
lim f(0)=L e; 
ES PEA A 


Definição 2. Seja fuma função e suponhamos que exista a tal que ]-%, al C Ds. 
Definimos 


[Y e >0,35> 0, com —ô < a, tal que 
lim fíd=L =>; 
A | => L-e<PUTSL+ 
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z | 
EXEMPLO 1. Calcule lim — e justifique. 


x5+0 X 


Solução 


f f , | À 
Quanto maior o valor de x, mais próximo de zero estará —: lim 
X x>+0 X 


Justificação 


Dado € > 0 e tomando-se ô = 1 
. 


l 
x>6>50<—<e 
X 


e, portanto, 


ns Dd 
x 


Logo, lim 2-0 
x 


x—>+0 


y 


Deixamos para o leitor as demonstrações dos seguintes teoremas: 


Teorema 1. Sejam f e g duas funções tais que Im f C De, o fo)=a 


a) Se g for contínua em a, então 


lim g(f(x) = lim g(u). 


x> +00 u= a 


b) Se g não estiver definida em a e se un, SU) existir, então 
í 
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lim g(f(x)= lim g(u). 


x- +0 u= a 


Teorema 2. Seja k uma constante e suponhamos que lim f(x)=L e 


0 x—+0 
lim  g(x)= Li. Então 
x>+% 


a) lim [f()+200)]=L+L;. 


x>+%0 
by lim kf(x)=k lim f(x) = kL. 
x —p +00 x — +00 
c) lim f(x) g (x) = LL. 
L 


d) li Pa q R desde que Lj + O. 
x 1 


Observamos que os teoremas acima continuam válidos se substituirmos “x — +00” 
por “x 5 —00”, 


i | 
EXEMPLO 2. Calcule lim = » ho qual n > O é um número natural dado. 
x>+0 X 
Solução 


n 
| = lim u” =0. 
+. X” x= +01 X us 0 


5 „4 
EXEMPLO 3. Calcule lim EA, 
x>+0o 2x) + x+1 


Solução 


Vamos colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no numerador e 
proceder da mesma forma no denominador. Deste modo, irão aparecer no 


l 2 l l 
denominador e numerador expressões do tipo — que tendem a zero para x > +00, 0 
x 


que poderá facilitar o cálculo do limite. 


l | l | 
5 
5 a 11+=+ — +=+-— 
o +xt+1 : | E | i ro x’ l 
lim >= lim = lim =—. 
x>o+wo 2x + x+1l rato ld l + 1 ro +09 974 l i ; 2 
xí mo xí X a 


Exercícios 4.1 


1. Calcule. 
E 1 q l 
a) lim => b) lim — 
y= +o XT y> Xº 
, l 3 s 
o lme =P] d hm pes 
r=>-—0w X E" > +0 x 
2x +1 : 2x + 1 
e) lim PD lim 
x>+0 x+3 x5-o x+3 
Co x2-2x+3 o Sx%—2x+1 
g lim > — h) lim — AAA 
x>-w0 3xº +x+1 x>+00 4x" +3x +2 
E A o ai 2x? +1 
i) lim — j) lim E EEA 
x>+0 x“ +3x+1 x5-0 x" +2x+3 
E | 2 d | Xx 
D lim 3/5+— m) lim 35 
x = +% \ X x=-%W V x*+3 
, yx? EI l 3 x? +2x—1 
n) lim  —— o) lim ————— 
x>+0 3x +2 X E Jx? +x+1 
j yx + Vx y 3 
p lim —— q) lim — 
x>o+o xº+3 x>+0 yx 
r) lim [x-— y 12 +1 ] s) lim [x FI = qJx +3] 
RA x> +o 


2. Sejam f e g definidas em [a, + ol e tais que 


' (x) á 

lim Í =0, lim g(x)=0 eg (x) O para todo x > a. Calcule, caso 
xs +00 gax) f x>-+0 

: m f(x). 
exista, o 


3 
al Tr = 
a) Calcule lim Euge 


x>+0 2x) —6x +1 


b) Mostre que existe r > 0 tal que 


: +3 
4. a) Calcule lim ——— 
x>+0 1 +21 —1 


b) Mostre que existe r > 0 tal que 
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5. Sejam fe g definidas em [a, +oo[ e tais que f(x) > 0 e g (x) > O para todo x > 
f(x) 


a. Suponha que lim 
x= +% g(x) 
que para todo x > r 


= L, L>0. Prove que existe r > 0, r > a, tal 


bir 


: 3L 
g(x) < f(x) < E g(x). 


- 


e lim g(x)=0, anto lim f(x)=0. 
Conclua daí que se as" então "yo 


4.2. LIMITES INFINITOS 


Definição 1. Suponhamos que exista a tal que Ja, +o[ C D,. Definimos 


[Y e > 0, 3 ô > 0, com ô > a, tal que 
(a) lim f(x)=+% 5: 
ESER | x>58> f(x)> e. 


[v e > 0, q ô > 0, com ô > a, tal que 
(b) lim f(x)=-% > | 


x — +00 


| x>0> f(x)<-e. 


Definição 2. Sejam f uma função, p um número real e suponhamos que exista b 
tal que Jp, bl C D,. Definimos 


[Y e > 0,3 ô> 0, com p+ ô < b, tal que 
lim f(x)=+% Ss 
x= p* | e La E 
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Deixamos a seu cargo definir 
lim fO)=—0, lim fO)=+0, lim f()=-—o, 
xo pt x—>0 1-0 
lim f(x% = +%, lim f(x)=-%, lim f(x)=+%e lim f(x) = —o, 
x=>op x>p x=>p x=>p 


z l 
EXEMPLO 1. Calcule lim, — e justifique. 
ae - 


x— 


Solucáo 


Justificação 


Dado € > 0 e tomando-se ô = 


M |= 


U<x<0o= EN 
X 


Logo, 
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EXEMPLO 2. Calcule | im Ve justifique. 


00 ` 
Solução 


Dado € > O e tomando-se ó = € 
xX>Ó=>x>€. 


Logo, 
lim x=>+0, m 


x>+0 


Teorema 
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lim f(x)=+0 | lim [f (x)+ g (x)= +00 
— 


|x — +0 x= +0 
a) 3 
| lim g (x)= +% | lim f(x)g (x)= +% 
(x —> +% XS5+% 
| lim f (x)= L, L real, lim f(x)g(x)=+% seL>0 
x>5 + x > +o 
b) = 
| lim g(x)=+0 lim fín eg(x)=-% seL<O 
x>+0 Xx +o 
lim f(x)=-w 
x5 + 
c) > lim f(x)g(x)=—% 
| lim g(x)=+ dt da 
(x = +0 
| lim f (x)= L, L real, 
x = +00 
d) > dim [f(0+g(0]=+0o0 


lim g(x)= +% x +o 


| lim f (x)= L, L real, 


x — +o 
e) > lim [f (x)+ eg (x3)] =-0 
lim g(x)=-—w Aa 
[x= +o 
lim f (x)=—% | lim [f (x) + g (x)] = —% 
> Xx — +0 x= + 
j = 
lim g(x)=—% | lim f(1)g(x)=+0 
x — +00 (x — +00 
| lim f (x)= L, L real, | lim f(x)g(x)=-% seL>0 
x —) +0 x= +00 
8) Z 
| lim g(x)=—% | lim f(ixy)g(x)=+0 seL<O. 
Pe x= +o 


Demonstração. Para as demonstrações de (a) e (b), veja os Exemplos 13 e 14. As 
demonstrações dos demais itens ficam a cargo do leitor. E 


Observamos que o teorema anterior continua válido se substituirmos “x — +00” por 
x > —o0” ou por “x > p+” ou por “x > p—” ou por “x > p”. 


Observação. O teorema anterior sugere-nos como operar com os símbolos +00 e —oo: 
+00 + (+00) = +00, —00 + (—00) = —o0, L - (+00) = +00 se L > 0, L : (+œ) = -œ se L< 0, L: 
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(=œ) = -œ se L > 0, L : (~œ) = +00 se L < 0, L + (+00) = +00 se L € R, L + (-0) = —00 
se L E€ R, +o - (+00) = +00, (—00) - (—00) = +00 e +00 + (—00) = —oo, 


Indeterminações 


+œ — (+00), 00 — (—00),0-00, —, —, 1%, 0% o, 
Do 


EXEMPLO 3. Calcule lim x1?. 
X — +00 


Solução 


. Dn . 
lim xº= lim x:x=>+0, 
x= +o x>+0 E 


EXEMPLO 4. Calcule lim (3x — 5x + 2). 
x— +0 


Solução 


> 2 
lim (3x? -—5x+2)= lim Y 3 pe di l =+% 3 = +00, 


x—+% X — + X > 
E 
.3 p 
x? + 3x — 
EXEMPLO 5. Calcule lim PAP 
x>+o 2xº + x +1 
Solução 
3 l 3 l 
3 a 
2 e A + + 1 + MRE 
o ri e é Ea | 
lim q lim — AS lim x — 1 ter ie 
z+ 2x +x+l x>+0 x2 + x- to 2+—+ a 
X 3 Dai Y Xx” a 


O próximo exemplo conta-nos que, se f (x) tende a zero para x > p“ e se f (x) > 0, 


tende a + œ para x > p}. 


entáo 


FE) 
EXEMPLO 6. S lim f(x)=0 
- Suponha que , | p+ e que existe r > 0 tal que f(x) > O para 
p<x<p +r. Prove que 
: l 
lim — = +00, 
ESPE (x) 


Solução 


Pela hipótese, dado € > 0, existe ó > 0, com ó < r, tal que 
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p<xepro0>0<fGO< 1 
€ 


daí 
p<x<p+ô= = > €. 
f (x) 
Logo 
a l 
lim - = +00, a 
x5pt f(x) 


EXEMPLO 7. Calcule lim 


x> X— 
Solução 
x—1>0parax>1le lim (x— 1)=0, logo 
x51 
z l 
lim = +0, 


pad el 


Interprete graficamente. E 


EXEMPLO 8. Calcule lim 


psp M1 


Solução 


lim (x-—1)= 
Era 


x=1<0parax<le_ 0, Togo 


lim 
x> X— 


Interprete graficamente. E 


EXEMPLO 9. Sejam f e g duas funções tais que 


lim f@=L,L+0, lim g()=0 e que existe r > O tal que g (x) é O para p 


x=>p x=>p 
< X < p + r. Prove que, nestas condições, ou 
; PE) ERA) Ee? 
lim J = +0ou lim J = —o ou lim Í não existe. 
x>p+ 8(x) x=>p* 8(X) x>pt 8(X) 
Solução 
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i FO 
Basta provar que lim náo pode ser finito. Se tal limite fosse finito, 
x>pt g(x) 


teríamos 


POE 
J œ) g(x)=0 


lim fœ) = lim 
x> p x>p*" 8(X) 


que é uma contradição. E 


x? + 3x 
EXEMPLO 10. Calcule lim =% 


r>2+ 12-4 
Solução 


; 2 l : 2 
lim (x + 3x)= 10e lim (x — 4)=0. 
x52 x>2 
Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +00, ou —oo ou não existe. Vejamos o 
que realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que é responsável pelo 
anulamento do denominador. 


A l . x4 + 3x 5 
Como lim = +0ve lim ——— = —, resulta 
EC E a aIr FZ 2 
E ” 
À xº + 3x , l x* + 3x S 
lim ——— = lim em = +0 -—=-+00, 
pot xº — dé rot x-2 x+2 2 


E a 
EXEMPLO 11. Calcule lim ME ss 

fes TE RES] 
Solução 


Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar. 


2-1. (xx +x+D) o x2+x+1 
12 — 2x +1 (x — 1º x-1 0 
Então: 
E x —1 . 2 
lim Es é lim (x +tx+l)=+0"3=+o0, 


X= ¡+ x? — 2x +1 x— [+ x—1 
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a AZ 
EXEMPLO 12. Calcule lim "+! 
x=>-% 2 AL 
Solução 
3 | 3 1 
7 2a L o 
x? — 3x? +1 , E ar l l ls 
lim A = lim i = lim x p mp 
x => —00 Al => —o 27% r x>-0 2+ + 2 
x xs a 


EXEMPLO 13. Suponha que lim J()= +%e lim g(1)= +% Prove 


x>+0 


a) lim (f0)+ eg ()) = +0, 
x>+0 


b) lim f(x)g(x) = +00. 
X — +00 
Solução 


1) Segue da hipótese que dado € > 0 existem ó; > 0 e 6, > 0, tais que 


a E 
x > ô >f(x) > 2 


x> ð > g(x) > 


|m 


Tomando-se ó = máxt(ó,, ó>} 
x> osf tga 
Logo, | o [fœ + g (x) ] = +o. 
2) Segue da hipótese que, dado € > 0, existe ó > O tal que 
x> 8>f(0) >e ex>ô0>g(x)>«e 
daí 
x > ô => f (x) g (x) > €, 


ou seja, 


lim f(x) g (x) = +%. 


xX — + 
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lim f(x)=L, lim g(x) = +, 
EXEMPLO 14. Suponha que ra L, real, e AE Prove 


a) lim f(0)2(x)=+%seL >0, 


x= +0 
by lim fO0)g(x)=-—oseL<O0, 
x>+0 


Solução 


1) Segue da hipótese que, dado € > 0, existem ó, > 0 e ô, > 0 tais que 


3 2€ 


Tomando-se ó = máx(0,, ó>} 


x>6 = f(x) g (x) >. 
y lim =f&) =- L> 0. Pedoitma), lim —fO)g0) = +. Então, dado 
x>+0 ET 


€ > 0, existe ó > 0 tal que 
x>06=-=f()9(0)>e. 
Logo, 
x>6= f(x) g(x)<-e. 


Exercícios 4.2 


1. Calcule. 
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a) lim (!-3x+2) 
x > +o 
c) lim B2 +2x +1) 


x=>-0 
Sx3 —6x +1 


e) lim 3 
6x? + 2 


x> +o 
2) lim - 

x — + xí 
. s xt —2x +3 
i) lim MME A 

x>-0 3x" +7x-—1 


D lim 


(5 — 4x + e — x) 


b) lim 
x> +90 
d) lim (QÊ-—2x+23) 
x>+% 
Sd —6x+ 
P lim S A 
x>+0 6x* + x+3 
2x +3 
h) lim 
x>— o x+1 
-x 
j) lim 
x>-0 3+2x 
à 2+x 
m) lim 


x>+00 3+ x2 


: + E E 
Prove que lim Nx =+, po qual n > O é um natural. 


x>5 +o 


Calcule. 


E Jx +1 
a) im ——— 
x5o+o x+3 
a hu [2r ya? FS] 
x= +o 


e) lim (x= x? +3) 
x= +o 


g) lim (y x+ Nx - x =1) 
x— +00 


Calcule. 
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. x+yx+3 
b) lim —— 
x>+0 2x —1 


a) lim - b) lim 
ES = E 3 
4 | 
c) lim d) lim — 
¡+ 2x— 1 rs0 £ 
r> 
2 
, Za 1 
e) lim f lim = 
x=>0 X x>0 xX 
H Tm. h) lim — 
E E ER AURA 
641 à 2x +3 
i) lim 5 j) lim 5 
' pb] E a a. 
Xx 2 
. 2x + 3 . x*-—3 
D lim = m) lim = 
PE Gde ma | EEE no a fe 
241 Zed] 
n) lim —— o) lim —— 
tasei > O 2º FX 
| 3x —5 x? —4 
py) lim S—>>—— q) lim — 
ale Mt A x>2+ x“ —4x +4 
À 3x2 — 4 A sen x 
r) lim ——— y mesa 
ssp 158 O o 
5. Dê exemplo de funções f e g tais que 
. if . cvs ; FI 
lim f(x)=L,L +0, | lim g(0)=0, mas Um ioeie. 
x>p x>Pp x>p* g() 
6. Dê exemplo de funções f e g tais que 
lim f(1)=+0, lim g(2)=+%, lim [fO)—g0)] 40. 
x>+0 x>+0%0 x>+0 


lim fœ =+, lim g(x)= +% 


7. Dê exemplo de funções f e g tais que HE aro 


f T 
e lim 
x>+0 g(x) 


8. Seja f (x) = ax? + bx” + cx + d, em que a > 0, b, c, d são reais dados. Prove que 
existem números reais x, e X, tais que f (x4) < 0 e f (x,) > 0. 


9. Sejam f e g duas funções definidas em Ja, +ol tais que 
lim FO) 
x>+0 g(x) 
que para todo x > r, f(x) > g (x). 


= +% e g (x) > 0 para todo x > a. Prove que existe r > O tal 


4.3. SEQUÊNCIA E LIMITE DE SEQUÊNCIA 


146 


Uma sequência ou sucessão de números reais é uma função n > a,, a valores reais, 
cujo domínio é um subconjunto de N. As sequências que vão interessar ao curso são 
aquelas cujo domínio contém um subconjunto do tipo {n € N | n > q) no qual q é um 
natural fixo; só consideraremos tais sequências. 

A notação a, (leia: a índice n) é usada para indicar o valor que a sequência assume 
no natural n. Diremos que a, é o termo geral da sequência. 


EXEMPLO 1. Seja a sequência de termo geral a, = 2". Temos 


ap = 2°, aq} = 2t, a, = 2°, ... 


EXEMPLO 2. Seja a sequência de termo geral s, =1+2+3+... +n. Temos 
S1 = 1, s, = 1+2,s}=1+2 +3 etc. 


Sejam m < n dois naturais. O símbolo 


k=m 


(leia: somatória de a,, para k variando de m até n) é usado para indicar a soma dos 
termos A Am +1 Um + +.» Ap: 
n 


e E A E se TA 
c =m 


nº 


EXEMPLO 3. 


k=2 
5 e) 9 9 p, ») p) 
bD YK=14+2%+3 +44 5 
k=1 
n 
a Y Lats tg bs o n 
i=ok+1 0+1 1+1 2+1 n+1 


n 
EXEMPLO 4. Seja a sequência de termo geral s, = y e Temos 
=1 K 


147 


> lei 
sı = —=1. 
tork 
>) 
s= Y a, 
3 
= » A a 


EXEMPLO 5. Considere a sequência de termo geral S = Y 1,t*0etx 1. 
Verifique que i 

p— qr] 
Us ane 
Solução 


O s,=14+1t4+ 24... +40 141" 


Multiplicando ambos os membros por t, vem 


E. + 
O ts, =t+éP4 PR APO 


Subtraindo membro a membro ®© e 2), obtemos 
sa(1-)=1-[*1 


logo 


| qn+1 
Sp =— 
n Er 


Observe que s, é a soma dos termos da progressão geométrica 1, tt, t,..,t. m 


Definição. Consideremos uma sequência de termo geral a, e seja a um número 
real. 


Definimos 


| Para todo € > 0, existe um natural no tal que 
(1) lim a=aS: 
Ri =p 40 | n>n>a-e<a Eate. 


| Para todo € > 0, existe um natural no tal que 


(ii) lim a=+0e | 


n — +% 


n 
n > no > 4, >€. 


148 


| Para todo € > 0, existe um natural no tal que 


(iii) lim a, =-—%<* | 


EA n > no > An <—e€. 


Se lim 4, = 4, diremos que a sequência de termo geral a, converge para a ou, 


n =+ 


g ¡ —— 00 
simplesmente, que a, converge para a e escrevemos a” + a. Se lim ap=+9, 


à A 1 j — 00 å 
diremos que a, diverge para +00 e escrevemos a„} +00, Se lim a, * diremos 


n—>+0 
que a, diverge para —o. 


Observamos que as definições acima são exatamente as mesmas que demos quando 
tratamos com limite de uma função f (x), para x > +00; deste modo, tudo aquilo que 


dissemos sobre os limites da forma E ao is fo) aplica-se aqui. 
2n + 3 


EXEMPLO 6. Calcule lim 
n>+ n+l 


Solução 
” + 3 
2n +3 i A 
lim —= lim —— = 2, 
n5o+o n+1 n+% 41 
n a 


EXEMPLO 7. Suponha que existe um natural n, tal que a, > b, para todo n > n,. 


5 = 00 ~ 1 = 00 

Prove quese lim b,=+%, então lim a, = +. 
n>+% n—>+0 

Solução 


Como É E Db, = +, dado € > 0 existe um natural n, tal que 


n>n>b,>e. 
Tomando-se nọ = máx(n,, Nn} resulta 
n>n>a,>2b,>e€ 


logo 


lim a, = +o. m 
n — +0 


EXEMPLO 8. Suponha a > 1. Mostre que 


lim a= +o. 
n — +% 
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Solução 


a=1+h,h> 0. Pela fórmula do binômio de Newton 
(1+ hy" =1 +(1)1+(5)P ++ [5a 
l 2 n 


daí 


(1+hA">1+ (1) paran > l 


ou seja, 
a2 1+nhparan>1. 
Como h > 0, lim (1 + nh) = +0; logo 
n—>+0 


1 


lim a= +% (a > 1). 


n>+0 


EXEMPLO 9. Supondo 0 < b < 1, calcule lim b”. 
n>+0 
Solução 


: é l 
s a = sa = . 
Inicialmente, observamos que se lim s = +%, então lim —=0 
ERE n —> +% Sn 
(verifique). 


De 0 <b < 1, segue que - > 1; então 
2 


lim b”= lim = 0 
ns + n= +% l y 


/ n 
pois, lim (>) = +æ (Exemplo 8). m 


n — +% ) 


2n +1 
EXEMPLO 10. Calcule lim ————. 
n>+0 3 +2 


Solução 
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2" +1 2y 21 
lim = lim NE — =( 


noto PY +2 »n2+0 142 
3n 
| 2) O (E lo9), 1 - 0 | E 0 
is lim |—| =0(Exemplo9), lim — =0e lim —=0. a 
i dim (5) j n5 +% 2" n5 + 3” 
n 1 k 
EXEMPLO 11. Calcule lim Y (5). 
n>+0 k=0 2 
Solução 
1 n+1 
n | k l 1 Y? 1 n 1=(5) 
$ >) =1+ + (>) +... +|] = 42 (veja Exemplo 
tap Rá 2 2 2 l 
Į — — 
2 
5). 
1 n+l 
Como lim [=] = (), resulta 
n>+01 2 
+ 
k = 5) 
E Td > 
lim > [5] = lim £ js E ae 
n>+% k=0 2 n—>+0 ies p= À 
2 2 
A igualdade 
n Do 
lim È (>) =2 
n=+% t=012 
é usualmente escrita na forma 
Ac rt tal, a 
Z 2s qe 


Exercícios 4.3 


1. Calcule. 
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~» 


2n — 3 


ay lim b) lim (n? + 3) 
n5+o n+1 n— +% 
, n+1 i 249 
c) lim d) lim = 
n5+0 nN n>+0 2nº +n-—1 
EU , 2 3Yy 
e) lim + 2 PD lim |—+[—= 
n>+0 n n5+0| n 5 
+ a E 
g) lim h) lim È [5] 
n>+0 2+ 3" n>+0k=013 


n 
i) lim È É noqual0 <+ < 1 
n—>+0 p= () 


2. Supondo 0 <a < 1, mostre que 


n 


lim È ak = a E 
n5+0 k=] l=a 
l 1 La 
E Calcule lim [+++ 
n>+0 2 3 n 
e | 1 l l 
(Sugestão: zk + zk 43 ... + ART > 5 para k > 0.) 


4. Seja f(x) =x, x € [0, 1]. Considere a sequência de termo geral 


S =f (=)++ $ (+) + f ($) =+. (E IL poh 


ny;n n n n n n n n 


a) Calcule S}. Observe que, geometricamente, S, pode ser interpretado como a 
soma das áreas dos retângulos hachurados. 


y 


¡IS 


| 
3 


b) Calcule a m " Sa" (Pensando geometricamente, qual o valor esperado para 
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o limite?) 
LE ap 
Calcule lim SA Y ké. 
n5+0 nº k=] 


= l 
(Sugestão: Verifique que 12 +2? +3? +... +n = — n(n + 1) (2a + 1). Veja 


6 
Seção 17.2.) 


Seja f (x) = x°, x € [0, 1]. Considere as sequências 


=j (0) L + f AA +... + 9 lena E 


n (A 


e 
Li 2 Wi “fn-1)1 i | 
E rad tl fo 
njn Ln Jn n n n 
Calcule 
a) lim Si b) lim Su 
n—>+0 n— +0 


(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestão: Utilize o Exercício 5.) 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x com aceleração constante a, a > 0. 
Suponha que no instante t = 0 a velocidade seja zero. A velocidade no instante 
t é, então, dada por v (t) = at. 


l : A j 
Divida o intervalo de tempo [0, T] em n intervalos de amplitudes iguais a — : 
n 


O O O 
0 F IT 3T (n-1)T T 
n 


n n n 


. T i , aT . 2 , 
No instante — a velocidade será —-, no instante —, será 
n n n n 


2aT 


etc. Supondo 
2F 
n suficientemente grande, o espaço percorrido entre os instantes — e — será 
Lo n 
aT T A ar dr 
aproximadamente — - — (por qué?); entre os instantes — e — O espaço 


n n n n 
” 


- 


e —etc. 
n n 


7 9 — 
a) Calcule lim are tag] 


n — +% n n n n n n 


percorrido será aproximadamente 


b) Interprete cinematicamente e geometricamente o limite acima. 
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8. Suponha que a sequência de termo geral a,, n natural, seja crescente (isto é, 
quaisquer que sejam os naturais n e m, n < m = a, < am) e que exista M real 


lim an existe e que 


< 
tal que a, < M para todo natural n. Prove que Pa 


lim a, = sup (a, | n E N}. (Veja Seção A1.4.) 


n— +% 
9. Considere a sequência de termo geral 
| l l 


an =1+ —+—+...+ 
2* y AS 


a) Prove que a, é crescente. 
b) Prove que para todo natural n > 1 


C e [ l i \ Ê A 
) Prove que lim |1+—+—7+...+ | existe e que é menor que 2. 
n= +o \ > eo nº) 
(Compare com o Exercício 3.) 


(Sugestão para (b): Verifique que 
l | l 


(on )2 + (99 + 1)2 E. + (2n+1 —1) ii yn 


4,4. LIMITE DE FUNÇÃO E SEQUÉNCIAS 


Seja f uma função tal que y f(x) = Lean uma sequência que converge a p, 
com a, € Dye a, É p para todo natural n. É natural esperar que 


lim f(a,) = L. 


n = +% 

De fato, sendo aL fœ) = L dado € > 0, existe 6 > O tal que 
(1) O<ilz-pi<ô=>Ifty-LIi<e 
Como a,  p, para o ô > 0 acima existe um natural ny tal que 

n>n>|a-p|<ó 
e como a, % p, para todo n, 


© n>n >0<la, 7 pl<ó. 
De 0e 


n>m>|f(a)-L|<e 
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logo 
lim f(a,) = L. 


n—+0 


Em particular, se f for contínua em p e se a, convergir a p, com a, € D, para todo n, 
entáo lim f (an) = Jp). 
n — +00 
Do que vimos acima resulta que se existirem duas sequências a, e b,, com a, 4 p e 


Z lim f(a,) + lim f(b). entã 
k p para todo n, que convergem a p e se a a adia eo nº» então 
im 


x>p 
existência de limite de uma função num ponto. 


10) não existirá. Frequentemente, usa-se este processo para mostrar a não 


2 a = 
EXEMPLO. Seja f(x) = A co a o 
lim f(x) 


x>p 


Prove que para todo real p, náo existe. 


Solução 
Para todo natural n % 0, existem a, e b,, a, racional e b, irracional, tais que 
E l ; l 
DS A r a a DS pr 
n n 
Segue, pelo teorema do confronto, que 


lim a, =pe lim b, =p. 
n—>+0 n—>+0 


lim f(a) = ani z lim f(b) = 0, noi 
Como n pois f(a,) = 1 para todo n % 0, e e NA pois f 


n>+0 Ê g 
lim f(x) 
TL é, 


(b,) = O para todo n % 0, resulta que ` não existe. E 


Exercícios 4.4 


xsex€0O0 
—=x sex EQ. 


1. Seja f(x) = | 


a) Calcule lim f(x). 
x50 


lim | 10) não existe. 


b) Mostre que, para todo p % 0, Es 


2. Seja a sequência de termo geral a,, com a, > O para todo natural n. Sabe-se 


lim a=a a = 
ue n "a real, e que n+ 
q n— + seg n+] Ea 


para todo n. Calcule a. 
n 


3. Sejam f uma função, p um número real e suponha que existam duas 
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TEJ. 


sequências a, e b, convergindo a p, com a, e b, pertencentes a D, para todo n, 
lim 


tais que 
lim f(a,)= Le 
n —, +00 n— +% 
m E i "Iyi = ? A 
Podemos, então, afirmar que Sar fœ) = L? por quê? 
4. Sabe-se que a sequência ps ln 9 lo o fo é 
q q a =2, a) = y2 V2, 03 =42 2 y2 
lim a, 
1 —> +0 
O 242442 é convergente. 
\ - ya a 


convergente. Calcule 
ln la 
Y e + W a y 


Sabe-se que a sequência , /» 


5. 
Calcule seu limite. 
E Es i 
sen — não existe. 


6. Prove que lim 
X 


n) 


4.5 O NÚMERO e 
Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a sequência de termo geral 
/ 1 n 
dn pe | l + E 


é convergente. Definiremos, então, o número e como o limite de tal sequência. 
lim 


n — +00 


ppi 


Para provar a convergência de tal sequência, é suficiente provar que ela é crescente 
n 


e que existe M > O tal que a, < M para todo n > 1 (veja Apéndice 1). 
n 
] < 3 para todo n > 1. Temos 
jo 


+(5)7++(5) 
3) n? nj n” 
e so, / 
n(n—1)(n—=2) 1 dis ani ade 


Primeiro, vamos provar que 
n ] 
3 ! 


[1+ iT ES a E 
a OF [2 
EE Le A, 

nº 2! n 


nº 


3 


n 
| | l á 
<1+1+— + — +... + — (por quê?). 
2! 3! 1! 


daí 
í 
| 1+ i 
156 


n 


l 1 
Como 2" < (n + 1)! para todo n > 1 (verifique), resulta que < 


men or PE 
todo n > 1, daí 


e como 


resulta 


n 
(1 + 2) < 3 para todo n = 1. 
; n 


Vamos provar, agora, que tal sequência é crescente. Sejam n e m naturais > 1 tais 
que n < m. Temos 


n i = y 5 t 
1+) a a PRE, Dn Dl. a 1 
n nº 2! nº 3! n” n! 
e 
Ly míim=bD 1 mim-l(m-?) 1 m! 1 
TOTT DA Sp 
m m4 21 m` 3! m” m! 
De n < m resulta 
l l 
l-—<1-— 
n m 
2 2 
l-><1-— 
n m 
n— 1 n— 1 
1 — 1 — 
n m 


e daí 


n(n—1 mím-— 1 
( ) p ( ) 
nº m^ 


n(n — D(n — 2) < m(m — D(m — 2) 


n 3 m 3 
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Observe 


m 3 m m 


pq) 


sen < m. Assim, a sequência é crescente. 


Segue que 
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m 


_ mm-1iXm-2) _m m-1 m-2_ 


5 


TEOREMAS DO ANULAMENTO, DO VALOR 
INTERMEDIÁRIO E DE WEIERSTRASS 


Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermediário e de 
Weierstrass sáo fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capítulo, 
apresentaremos seus enunciados e faremos algumas aplicações; as demonstrações são 
deixadas para o Apêndice 2. 


Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for contínua no intervalo 
fechado [a, b] e se f (a) e f (b) tiverem sinais contrários, então existirá pelo menos 
um c em [a, b] tal que f(c) = 0. 


EXEMPLO 1. Mostre que a equação x’? — 4x + 8 = O admite pelo menos uma raiz real. 
Solução 


Consideremos a função f (x) = x? — 4x + 8; temos f(0) = 8, f(-3) = -7 e f é contínua 
em [-3, 0] (os números 0 e —3 foram determinados por inspeção), segue do teorema do 
anulamento que existe pelo menos um c em [-3, 0] tal que f(c) = 0, isto é, a equação x? 
— 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real entre -3 e 0. E 


Teorema (do valor intermediário). Se ffor contínua em [a, b] e se y for um real 
compreendido entre f (a) e f (b), então existirá pelo menos um c em [a, b] tal que f 
(c) = y. 
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Observe que o teorema do anulamento é um caso particular do teorema do valor 
intermediário. 


Teorema (de Weierstrass). Se f for contínua em [a, b], então existirão x, e x, 
em [a, b] tais que f (x) < f (x) < f (x2) para todo x em [a, b]. 


O teorema de Weierstrass nos conta que, se f for contínua em [a, b], então existirão 
x, e x, em la, b] tais que f (x,) é o valor mínimo de f em [a, b] e f (x,) o valor máximo 
de f em [a, b]. Ou de outra forma: se f for contínua em [a, b], então f assumirá em [a, 
b] valor máximo e valor mínimo. Chamamos sua atenção para o fato de a hipótese de f 


ser contínua no intervalo fechado [a, b] ser indispensável; por exemplo, f(x) =—, x 
X 


€ 10, 1], é contínua em JO, 1] mas não assume, neste intervalo, valor máximo. 


EXEMPLO 2. Prove que o conjunto 


admite máximo e mínimo. 


160 


Solução 


e segue, do teorema de Weierstrass, que 


| tais que f (x,) é o valor mínimo de fem E | e f (x,) o 


to | — 


s l ; 
J(x)= x? + — é contínua em 


E 


- 


existem x, e x, em | 


valor máximo de f neste intervalo. Assim 


/ a a 
| FE | | 
e 
. A TE eanan 
f(x) = mín x4 +—|— S x< 2p. 
; ila 
WEE | 
Veremos, mais adiante, como determinar x, e x,. E 
Exercícios 


1. Seja f (x) = xX? + x + 1. Justifique a afirmação: f tem pelo menos uma raiz no 
intervalo [-1, 0]. 


2. Prove que a equação x°? — 4x + 2 = O admite três raízes reais distintas. 


3. Seja a a menor raiz positiva da equação x? — 4x + 2 = 0. Determine intervalos 


l 
de amplitudes E > e E que contenham a. 


x l . l 
Prove que a equação x? — at = ( admite ao menos uma raiz real. 
PX 


5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite máximo e mínimo. 


a) pel 2 5 251 <2) b) dos "U sws 
[1 +x | |1+ 12 | 
: . x? +x 
Seja f : [-1, 1] > R dada por f(x) = =——. 
i 1+x* 


a) Prove que f (1) é o valor máximo de f. 
b) Prove que existe x, € ]-1, O [tal que f (x,) é o valor mínimo de f. 


a) Prove que todo polinómio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real. 
b) Prove que todo polinómio de grau ímpar admite pelo menos uma raiz real. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Seja f : [a, b] > R uma função contínua e suponha que f não seja constante 
em [a, b]. Prove que existem números reais m e M, com m < M, tais que Imf = 
[m, M]. 


(Observação: Imagem de f = Imf= (f(x) | x € la, b]).) 


Seja f: I > R contínua, em que I é um intervalo qualquer. Prove que a 
imagem de f é um intervalo. 


Suponha que f: [0, 1] > R seja contínua, f (0) = 1 e que f (x) é racional para 
todo x em [0, 1]. Prove que f (x) = 1, para todo x em [0, 1]. 


Seja f : [0, 1] > R contínua e tal que, para todo x em [0, 1], O < f (x) < 1. 
Prove que existe c em [0, 1] tal que f(c) = c. 


Seja f contínua em [a, b] e tal que f (a) < f (b). Suponha que quaisquer que 
sejam se tem [a, b], s 4 t = f(s) 4 f(t). Prove que f é estritamente crescente 
em [a, b]. 


(Observação: f estritamente crescente em [a, b] = Y s, t em [a, b], s < t = 


fis) < HD.) 


Suponha f contínua no intervalo I e que f admita neste intervalo uma única 
raiz a. Suponha, ainda, que existe x, em I, com x, > a, tal que f(x5) > 0. Prove 
que, para todo x em I, com x > a, f(x) > 0. 


Considere a função f dada por 


f(x) = 21? — y x? +3x. 


a) Verifique que f é contínua em [0, +oo[. 


b) Mostre que 1 é a única raiz de fem ]0, +oo[, que f (2) > O e que fl = | <0. 


c) Conclua que f (x) > O em ]1, +oo[ e que f x(x) < O em]0, 1[. 


15. 


Suponha f contínua em T e sejam a e b pertencentes a I, com a < b, as únicas 
raízes de fem I. Sejam x, x e X, em I com xy <a, a < x; < b e b < x,. Estude 
o sinal de fem I, a partir dos sinais de f (xo), f (x,) e f (x2). Justifique. 
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6 


FUNÇÕES EXPONENCIAL E LOGARÍTMICA 


6.1. POTÊNCIA COM EXPOENTE REAL 


m 


Na Seção 1.7 definimos potência com expoente racional, m e 


an ="a 
estudamos suas principais propriedades. Nesta seção, vamos definir potência com 
expoente real. 

Observamos, inicialmente, que, se fe g são duas funções definidas e contínuas em 
R tais que f(r) = g(r) para todo racional r, então f (x) = g(x) para todo real x, isto é, se 
duas funções contínuas em R coincidem nos racionais, então elas são iguais (veja 
Exercício 21, Seção 3.2). 

Seja, agora, a > 0 e a % 1 um real qualquer. Se existirem funções fe g definidas e 
contínuas em R e tais que para todo racional r 


fr) =a eg(r)= a 


então f (x) = g(x) para todo x real. Isto significa que poderá existir no máximo uma 
função definida e contínua em R e que coincide com a” em todo racional r. O próximo 
teorema, cuja demonstração é deixada para o Apêndice 3, garante-nos a existência de 
uma tal função. 


Teorema. Seja a > 0 e a é 1 um real qualquer. Existe uma única função f, 


definida e contínua em R, tal que f(r) = a” para todo racional r. 


Damos, agora, a seguinte 


Definição. Sejam a > 0, a % 1, e f como no teorema anterior. Definimos a potência 
de base a e expoente real x por 


a = f(x). 


A função f, definida em R, e dada por f(x) = a*, a > 0 e a 4 1, denomina-se função 
exponencial de base a. 

Sejam a > 0, b > 0, x e y reais quaisquer; provaremos no Apéndice 2 as seguintes 
propriedades: 


(1) ada =a**?. 
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(2) (ay = a”. 

(3) (aby = a*b*. 

(4) Sea > 1 e x< y, então a*< œ. 

(5) SeO<a<1ex< y, então a* > œ. 


A propriedade (4) conta-nos que a função exponencial f (x) = a% a > 1, é 
estritamente crescente em R. A (5) conta-nos que f(x) = a, 0 < a < 1, é estritamente 
decrescente em R. 


O gráfico de f(x) = a* tem o seguinte aspecto: 


EXEMPLO 1. Avalie 912, 
Solução 


Como f (x) = 2* é contínua em y = 4/2 


emo l C es 
a 12 S2 S 2% 


De /2 = 1.4142 segue 242 = 211% = 2 665, 


z 


Como 1.4142 < «/2. resulta que 21442 é uma aproximação por falta de 
Es y q p ção p 

AN2 

Z a m 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de 
a) f(x) = 2. 


x 


b) f(x) = (+) ; 


Solução 
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1 
l 
2 
4 
1 
4 


A função exponencial de base e (e = 2,718 281), f (x) = e*, desempenhará um 
papel bastante importante em todo o nosso curso. Como e > 1, o gráfico de f (x) = e* 
tem o seguinte aspecto 


EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Verifique que 


a) lim at =+0%. b) lim a" =0. 
xX —+ +00 x =) = 
Solução 
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a) Já vimos (Exemplo 8 da Seção 4.3) que 


lim a" =+., 
n — +00 


Assim, dado € > 0 existe um natural nọ tal que 
n>2n>a”>e. 
Como a* é crescente (a > 1), resulta 


x>n =a>€ 


logo 
lim a*=+0. 
x => +0 
; ; = a l 
b) lim a% = lim a™ = lim —=0 
I=) = u =) +0 us+o q! 
Exercícios 6.1 
1. Calcule. 
a) lim 37 by lim 5% 
x— +0 E 
c) lim e d) lim (0,13) 
0 x>+0 
. [— 2* 
d dm _ [B= =37] f lim — 
x>+0 x= +o 1-3" 
2) lim 27 h) lim  (2* +27*] 
x — +0 x5 + 
) lim 27% D lim [284 27] 
x — —o x — —% 


2. Esboce o gráfico. 


a) f(x)=3 

b) g(x) = (0,12)* 
c) f(x) e” 

d) g(x)=1+e™% 
e) f(x) =-e™ 

D g(x) =1-e™% 


9) f()=e+e* 
h) g(x) =e™% sen x 
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D poe 
J) gx) = e” 


6.2. LOGARITMO 


Teorema. Sejam a > 0, a % 1, e P > O dois reais quaisquer. Então existe um 
único y real tal que 


Demonstração 


Suponhamos, primeiro, a > 1. Como lim at=+%e lim a” = 0, segue 
x > +o Xx => —% 


que existem reais u e v, com u < v, tais que 
a=<p<d, 


Como f (x) = a* é contínua no intervalo fechado [u, v], segue do teorema do valor 
intermediário que existe y em [u, v] tal que 


[(y) = B ou a! = É. 


A unicidade de y segue do fato de f ser estritamente crescente. 
O caso 0 < a < 1 deixamos a seu cargo. E 


Sejam a > 0, aX 1, e p > 0 dois reais quaisquer. O único número real y tal que 


a =p 


denomina-se logaritmo de f na base a e indica-se por y = log, B. Assim 


y =log,Pp > a" =P 


Observe: log, P somente está definido para p > 0,a>0eaž1. 
EXEMPLO 1. Calcule. 


a) log, 4 


b) logs 


|= 
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c) log; 1 


Solução 


a) x = log, 4 = 2% = 4 & x = 2. Logo 


log, 4 = 2. 
b) x = log, a S2 = É & x= —1. Logo 
E É l 
log» Ed IR 


c) log; 1 = 0, pois 5° = 1. m 
Observação importante 
a' =p = y= log, P 


assim 


O logaritmo de ß na base a é o expoente que se deve atribuir à base a para reproduzir 


O logaritmo na base e é indicado por ln, assim, ln = log,. Temos então 
y=lnxe g =x. 


Da observação acima, segue que, para todo x > 0, 


Sejam a > 0, a # 1, b > 0, b # 1, æ > 0 e ß > 0 reais quaisquer. São válidas as 
seguintes propriedades: 


(1) log, a B = log, ar + log, P. 
(2) log, af = Blog, a. 


= log, a — log, B. 
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(4) (Mudança de base) 


log, a 


log, & = 


log, a` 


(5)Sea>1ea<pB, então log, a < log, P. 
(60)SeO<a<1lea<p,então log, a > log, B. 


Vamos demonstrar (1), e as demais ficam a seu cargo. 
Demonstração de (1). 


X=log a © a = a* 
Y=log, bp =p =a 


Assim, a ß = ata”, pela propriedade (1) das potências com expoentes reais, ata” = 


a* * Y, segue que 


afB=a*** ou X+Y=1l0g, a f. 
Portanto, 
log, a + log, P = log, a p. m 


Seja a > 0, a * 1. A função f dada por f (x) = log, x, x > 0, denomina-se função 
logarítmica de base a. 

A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a função logarítmica f (x) = log, x, x > 0, 
é estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se O < a < 1, a função 
logarítmica f (x) = log, x, x > 0, é estritamente decrescente. 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico 


a) f (x) = log, x. 


b)f(x) = log] x. 


Solução 


a) Domínio de f = {x E R | x > 0}. 
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b) D¿=]0, +oof. 


EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Calcule e justifique. 


a) lim log x. by lim log x. 
x>o. o 4 x= 0+ Sa 
Solução 


Se o limite existir, deverá ser igual a +00: 


lim log, x = +0, 
x —) +00 


Justificação (por e e 6) 


Dado € > 0, precisamos encontrar ó > 0 tal que x > 6 > log, x > €. 
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Tomando-se ô = af 


x>0=>x>a > log, x>e. 


log, x 


Portanto, 
lim log,x= +% (a > 1). 
x —p +00 
b) Vamos mostrar que 
lim log x= —% (veja o gráfico anterior). 
S + : 
x= 0 
De fato, 
; | 
lim log,x= lim log, —= lim  —log,u= —% 
x > 0+ u — +% u us +00 


pois, lim log,u= +0, 
us +% 


Deixamos a seu cargo a prova de que f (x) = log, x é contínua. 


Exercícios 6.2 
1. Calcule. 


a) log,, 100 
b) log; 16 


to | 


c) log | 2 
2 


d) logo 3 
e) log, 1 
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f) log; (=5) 

g) log, 1(a>0eaz1) 
h) log; 243 

Determine o domínio. 
a) f (x) = log, (x + 1) 

b) g () =1n x°- 1) 

c) g (x) = ln (~x) 


d) f (x) = log; | x | 
x+1 


a, 


e) f(x) = In 


D g (x) = 108, 3 


Ache o domínio e esboce o gráfico. 
a) f(x) = log; x 
b) g (x)=lnx 


HTO m= ogi x 
3 


d) g (x) = In (x-1) 

e) f(x) = In (Ex) 

Dg(Q)=Inlx| 

9)fO)=|Inx] 

h)g (x)=|ln|x|| 

Calcule. 

a) lim  logz3x b) lim log] x 

cod dE Ps x> 0+ = 

a 


co) lim Inx d) lim In 
x= 0+ x>+0 x+1 
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. . AN] 
ey lim  [In(2x+ 1) — In (x + 3)] f) lim In 
x>+0 x>1 =] 
g) lim [xin2-In(3!+ 1) 
x—>+0 
6.3. O LIMITE 1 y Y 
lim |14+= 
x — + x 


; mi A EN 
Já provamos que a sequência de termo geral a, =[1 + — | converge para o 
n 
número e (veja 4.5), isto é, 


1 "a 
lim í -+ >) =e, 
n= +00 \ n, 
Vamos provar, agora, que 
; i im 
lim £ + 2) =e, 
x>+0%0 X 


Sejam n > 0 um natural qualquer e x > 0 um real qualquer. 


l l 
nexen+l>o-—=-—> 
n x 


cen o (odds ido l 
n +1 n XxX n+1 


daí 


1 n+l py 1 n 
nsx<n+1= (142) > (140) > [14 |. 


ou seja, 


n Xx 
'0) nsx<n+ 1 (142) > [1+ > (1+ 
n ; 


1 n+l i 
Como y [14] é = lim (i+ 
À n, 


+1 
a) Ti = e, segue de (1) que 


n+2 
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. f y Y 
EXEMPLO 1. Verifique que , HM | (1 + =) =e. 
Solução 
Fazendo x = —(t + 1), t > 0, vem 


ar ad 


II 
S 
— 
Es 
~ | m 
o 
+. 
+ 
o 


Para x > —00, t > +00, assim 


Ru 1Y t+ 
lim +) = lim (1+2) —- = e, 
x= —0 À 6 t 


X t > +00 


EXEMPLO 2. Verifique que 
| 1 


a) lim (1+h)h=e b) lim (1+h)h =e. 
h- O h=> 07 
Solução 


a) Fazendo h = a (h — 0" 5x > +00) vem 
Xx 


L Nx 
lim (+h = lim í + >) = €. 
h=>0+ x> +00 4 X 


b) Faça você. 


Segue do Exemplo 2 que 


lim (1+ hh =e. 


h>0 


EXEMPLO 3. Mostre que lim < Eu 1. 
h50 h 


Solução 
Fazendo u = e" — 1 ou h = ln (1 + u) vem 
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h In (1 + u) 
(h > 0 = u > 0); assim 
h — 
lim sl = lim 
h>0 h u=>0 


Exercícios 6.3 


1. 


l 
l 


In (1 + uyu 


Calcule. 


y a 
a) lim £ A 2) 
x— +o x 


l X 
c) lim (1>) 


x>+0 2x 
E 
y x+2 
e) lim 
x>+0o |x+1 


1 


e) lim (1+ 2x) x 
=" E-0 


Seja a > 0, a é 1. Mostre que 


lim 
h>0 
Calcule. 
y e 

a) lim el 

X > x 
cy lim e 

x>0 


> 
d) lim (1+2 


x>+0 X 


f lim (+ 2%" 
0 


X > 
. | 
h) lim | + — 
x —> +o x 
= In a. 
x2 
by lim € l 
x> 0 X 
d) lim 3%—1 


y +1 
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DERIVADAS 


7.1. INTRODUÇÃO 
Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. Limites do tipo 


lim FIS FDA 


x- p à i pP 


ocorrem de modo natural tanto na geometria como na física. 

Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao gráfico de f no 
ponto (p, f (p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f (p)); assim a reta 
tangente fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular. 
Consideremos, então, a reta sx que passa pelos pontos (p, f (p)) e (x, f (x)). 


Ff(x)— f(p) 


Coeficiente angular de sy = =p 


Quando x tende a p, o coeficiente angular de sx tende a f (p), onde 


f(p)= lim IED" TUA. 


x>Pp x— Pp 


Observe que f (p) (leia: f linha de p) é apenas uma notação para indicar o valor do 
limite acima. Assim, à medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai tendendo 
para a posição da reta T de equação 


O y) =f UP) — p) 
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É natural, então, definir a reta tangente em (p, f (p)) como a reta de equação (D. 

Suponhamos, agora, que s = f (t) seja a equacáo horária do movimento de uma 
partícula vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto significa 
dizer que a função f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela partícula na reta. A 
velocidade média da partícula entre os instantes tą e t é definida pelo quociente 


t=to 


A velocidade (instantânea) da partícula no instante t é definida como o limite 


; (= E 
v(to)= lim FO- fto) 
t> to En 


Esses exemplos são suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente 


9) = (p) 
abstrato as propriedades do limite lim Je) fp) 
x—>p xP 


7.2. DERIVADA DE UMA FUNÇÃO 


Definição. Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. O limite 


lim F: PLD 


x>p xP 


quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f (p) 
(leia: f linha de p). Assim 


FO) ftp) 


x>p xP 


f(p)= lim 


Se f admite derivada em p, entáo diremos que f é derivável ou diferenciável em p. 


Dizemos que f é derivável ou diferenciável em A C Dyse f for derivável em cada p 


177 


€ A. Diremos, simplesmente, que f é uma funcáo derivável ou diferenciável se f for 
derivável em cada ponto de seu domínio. 


Observacáo. Segue das propriedades dos limites que 


ome de if dr 
lim JA) FAUD) À lim FFR fP) 
x>p pp h=>0 h 


Assim 


f E s PERS 3 2 + / ) e . 
F(p)= lim FDA q lies Tuy AREA 
ESP Ep h50 h 


Conforme vimos na introdução, a reta de equação 


y -f (0) =P (9) (x- p) 


é, por definição, a reta tangente ao gráfico de f no ponto (p, f (p)). Assim, a derivada 
de f, em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f no ponto de 
abscissa p. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = x”. Calcule. 


a) f(1) 
b) f(x) 
c) f(F3). 
Solução 
a)f(1)= lim PAR lim À a lim (x+1)=2. 
x>51 q] x=ol X— x=ol 
Assim 
raar 
(A derivada de f (x) = x?, em p = 1, é igual a 2.) 
(x+ h)— f(x x + hy? — x? 
b)f'(x) = lim AFM fo) _ lim [Cedo a 
` h=>0 h hA=>0 h 


Como 
x+ h?-— x? 2xh + k? 
1 1 
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segue que 
f'()= Jim (2x + h) = 2x. 


1 O 
Portanto, 
fœ =x > f(x) = 2x. 


Observe que f(x) = 2x é uma fórmula que nos fornece a derivada de f (x) = x?, em 
todo x real. 


c) Segue de (b) que 
f(-3)=2(-3)=-6. m 


EXEMPLO 2. Seja f (x) = x”. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de fno 
ponto 


a) (1, f(1)). 
b) C1, f ŒD). 


Solução 

a) A equação da reta tangente em (1, f (1)) é 

D Y-IM=fMDtk-1) 
[rm 18 md 


EMO) =2p (Exemplo 1, item b) > f'(1)= 2 


v=2x-1 


-— (1, fO) 


substituindo em ©) vem 
y-1=2(x-1)ouy=2x-1. 


Assim y = 2x — 1 é a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = x°, no ponto (1, f 
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(1). 
b) A equação da reta tangente em (-1, f(-1)) é 


y (ED = PAD A ED) 
ou 
y EDS MED +1) 
¡FAA 
ro =2p=>  f'(-1)=-2 
substituindo estes valores na equação vem 
y-1=-2(x+1)o0u y=-2x-1 
que é a equação da reta tangente pedida. E 


EXEMPLO 3. Seja f (x) = k uma função constante. Mostre que f(x) = O para todo x. 
(A derivada de uma constante é zero.) 


Solução 


f'(x)= lim PERE PA 
` h= 0 h l 


Como f (x) = k para todo x, resulta f (x + h) = k para todo x e todo h, assim 


k 
= lim 0=0. al 
h= 0 


E tn ¿E 
f(x)= lim 
h50 1 
EXEMPLO 4. Seja f (x) = x. Prove que f(x) = 1, para todo x. 


Solução 


FATE fis) o x+h-x 
— = uu A Á 


f()= lim 
h=>0 h h>0 h 


Assim: 


f0O)=x=f()=1. m 


EXEMPLO 5. Seja f(x) = «/x. Calcule f(2). 
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Solução 


fO= lim, fœ- Sf = 


Assim: 


f'Q)= lim 
E 


x-2 ( 


isto é, 


EXEMPLO 6. Seja 


lim 
Xx5 2 Am 2 


NE: = y 2 
y x— 2 


` l 
x4 sen —sex#0 
XxX 


f(x) = 
0 se x=0. 
Calcule, caso exista, f(0). 
Solução 
Fx) TO 4100) = FO) = x sen 1 x*0. 
x 0 x x 
Assim, 
0 
f'(0)= lim 


x — () 


Logo, f(0) existe e f(0) = 0. 


Solução 


_ _ Mmitada 

f O) -f(0) a YA 

—— = lim 'sen — '= 0, 
x-0 x>0 = i 


X, 
=a + 
E 


EXEMPLO 7. Mostre que f (x) = | x | não é derivável em p = 0. 


fœ) -— F(0) _ Ixl_f 1sex>0 


x— O 


daí 


x l-1sex<0 


181 


TETE, — = lim += 
(Nx + 12) x-2 y-x + y2 


AO FO Of 
lim SO) JO) =le lim FM) $10) = 
x>0+ x—0 ==: 07 x— 0 


=1 


; = FO) 
logo, lim III 

x>0 x-—0 
existe, o gráfico de f (x) = | x | não admite reta tangente em (0, f(0)). 

Sejam f uma funcáo e (p, f (p)) um ponto de seu gráfico. Seja s, a reta que passa 
pelos pontos (p, f (p)) e (x, f (x)). Se f(p) existir, então o gráfico de f admitirá reta 
tangente T em (p, f (p)); neste caso, à medida que x se aproxima de p, quer pela direita, 
quer pela esquerda (só pela direita, se f não estiver definida à esquerda de p; só pela 
esquerda, se f não estiver definida à direita de p), a reta s, tenderá para a posição da 
reta T. 


não existe, ou seja, f não é derivável em 0. Como f(0) não 


Por outro lado, se, à medida que x tender a p pela direita, s, se aproximar da 
posição de uma reta T, e se à medida que x se aproximar de p pela esquerda, s, se 
aproximar da posição de uma outra reta T,, T,  T,, então o gráfico de f não admitirá 
reta tangente em (p, f (p)), ou seja, f (p) não existirá. 


f não é derivável em p. 
O gráfico de f apresenta “bico” em 
(p. f(p)). 


O próximo exemplo destaca uma propriedade importante da reta tangente. E 
EXEMPLO 8. Suponha f derivável em p e seja p (x), x € De x % p, dada por 
FO) = fp) + fP) (x- p) + p (9) (x — p). 


Mostre que 
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lim p(x)=0. 


x=>p 


Solução 
o =LD IDE iy 
à =p 
Daí 
lim p(x)= lim [LLAP pp 
x>Pp x=>p x”Pp 
; "(= p) ” 
De lim Je) JW), (p), segue 
x>p x= p 
lim p (x)= 0. 


x>p 


Observação. Se definirmos p (p) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 será 
válida em x = p e a função p (x) tornar-se-á contínua em p. 

Façamos no exemplo anterior E (x) = p (x) (x — p). Então, E (x) será o erro que se 
comete na aproximação de f pela reta tangente em (p, f (p)). 


Quando x tende a p, evidentemente E (x) tende a zero. O Exemplo 8 nos diz mais: 
nos diz que quando x tende a p o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que x — p, 
isto é, 


lim E = 0. a 


x>pxXx" Pp 


Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f (p)), a reta 
tangente em (p, f (p)) é a única que aproxima f (x) de modo que o erro tenda a zero 
mais rapidamente que x — p. (Sugestáo: Suponha que E (x) seja o erro que se comete 
na aproximação de f pela reta passando por (p, f (p)), com coeficiente angular m * f 
(p), e calcule o limite acima.) 


183 


Exercícios 7.2 


1. Seja f(x) = x? + 1. Calcule 


a fa) 
b) f(0) 
c) f(x) 
2. Seja f(x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que você espera para 
f(p)? Calcule f (p). 
3. Seja f(x) = 3x + 2. Calcule 
a) fa) 
b) f(0) 
c) fœ) 
4. Calcule f (p), pela definição, sendo dados 
Afw = xX +xe p=1 b) f(x) = Vx e p=4 
Ofi) =531-3ep=-3 d) f(x) = A ep=1 
X 
. — a | 
Ofii)= vxep=3 HIO= — ep=2 
b 
Da) = ae p=1 h fœ) = Vx e p=2 


5. Determine a equação da reta tangente em (p, f (p)) sendo dados 
2 l 
af =x ep=2 bf = = ep=2 
Xx 
c) f(x) = yx e p=9 d) f(x) = x =xep=1 


6. Calcule f(x), pela definição. 


af œ) = x +x b) f(x) = 3x — 1 
c)f(x) = e df) = - 
fía) = 5x PDf = 10 
Dro) = x hfa) = ES 
pul y? 


7. Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável 
em R, tal que f (1) = 0. 


8. Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável 
em R, tal que f(x) > O para todo x. 
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g, Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável 
` emR, tal quef (0)<f (1). 


10. Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e contínua 
em R, tal que f (1) náo exista. 


11. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma funcáo f, definida e derivável 
em R, tal que f(x) > 0 parax<1ef(x)<0 para x > 1. 


12. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma funcáo f, definida e derivável 
em R, tal que f(x) > 0 para x < 0, f(x) < 0 para 0 < x < 2 e f(x) > 0 para x > 2. 


13. Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável 
em R, tal que f (0)=0ef (1)=0. 


14. Mostre que a função 


não é derivável em p = 1. Esboce o gráfico de g. 


Y 


f x? +2 sex 
|2x +1 se x2 


Y A 


a Seja g (x) = SS 


a) Mostre que g é derivável em p = 1 e calcule g' (1). 
b) Esboce o gráfico de g. 


| 2 se x=0 
1b; Seja f (x) = i > pa 


a) Esboce o gráfico de f. 
b) fé derivável em p = 0? Em caso afirmativo, calcule f (0). 


x+1lsex<l 


leas E 
Seja g (x) fes +3 se x31 


a) Esboce o gráfico de g. 
b) g é derivável em p = 1? Por quê? 
18. Construa uma função f : R > R que seja contínua em R e que seja derivável 
em todos os pontos, exceto em -1,0e 1. 


19. Construa uma função f : R > R que seja contínua em R e derivável em todos 
os pontos, exceto nos números inteiros. 


7.3. DERIVADASDE x” e Wx 
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Teorema. Seja n 4 0 um natural. São válidas as fórmulas de derivação: 


a) f (x) = x" = f(x) = nx" ~t. 
b) f) = x" > f(x) = -nx 7 t, x = 0. 
l 


| 
df= xn sf Sx 
n 


l em que x > 0 se n for par e x # 0 se n for 


ímpar (n 2 2). 


Demonstração 


- EER = 
a)f'(x) = lim ia Mi 
h=>0 h 


Fazendo x + h = t (t > x quando h > 0) vem 


E dy 
f'()= lim ——— = lim [14-24-3724 4x1], 
tx xXx t> x 
n parcelas 


Assim, 
Ff00)=x"71 4x0? qx xt By2 +... + xt] 
E V 
n parcelas 
ou seja 
fœ =x" 
E 
b)f'(x) = lim o R lim — EEEE o A 
“o h50 h h50 h (x+ hx” 
: x+ hY — x” l 
Por (a), lim ii TN nx" 1. Como lim —————-= e! 
h50 h ESO EM? AA 
resulta 
ER mio PEA l ir | 
f (x) = —nx 5 = —nX 
z o ds 
Xx 
Portanto, 


DO e 


l 
f(x) = xn =} x. Temos 
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nix+h —R'x co Nt-—RNix 
f'(= lim = lim 


h>0 h f- x 
Fazendo u = Yi e v = "x (t—x = u — v) resulta 
u— y l l 


f'œW = lim ———— = lim ———- = 


u- y U’ — vy” u=>v u ny” -1 


Assim, para x # 0 e x no domínio de f, 


> l 
JU) = ——= 
nYxn! 
ou seja 
l 
f'() = É E o 
n 
EXEMPLO 1. Seja f (x) = x”. Calcule. 
a) f(x) 
sigl 
b) f ( 2 ). 
Solução 
a) f (x) = xf = f(x) = 4x)" t, ou seja, 
f(x) = 4. 
= Ad E | ja , 
b) Como f (x) = 4x”, segue f (>) =4|-— | „ou seja, 
e 23 


o | 
doa 


EXEMPLO 2. Seja f (x) = x. 


a) Calcule f(x). 
b) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto de abscissa 1. 
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Solução 


a) Como f (x) = x°, segue f(x) = 3x2. 
b) A equação da reta tangente no ponto de abscissa 1 é 


yr D=ADE-1) 
(74) = =] 
Lrico = 3x? > f(D=3 
Assim, y — 1 = 3 (x- 1) ou y = 3x — 2 é a equação da reta tangente no ponto (1, f 


(Y). € 


EXEMPLO 3. Calcule f(x) sendo 


a) f0) = x°. 
b) f œ) = E 
dd x” 
Solução 


a) f (xX) = x°? > f(x) =-3x 7 1 = -3x~4; assim, f(x) = —3x*. 


i 1 = ao a 
DIO = -y =X 5. assim f (x) = —5x 
X 


ê ou seja, f'(x) = to E 
a 


EXEMPLO 4. Seja f(x) = «/x. Calcule 


a) f(x) 
b) f(3). 
Solução 
Dei AED E E É 
A l | ah, 
Como z x2= PAT Tr , segue que f (x) = 2X. 


b) De f'(x) = = ! 


de Y 


resulta f'(3) = 


EXEMPLO 5. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = /x no 
ponto de abscissa 8. 
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Solução 


A equação da reta tangente no ponto de abscissa 8 é 


y ~ f (8) = f (8) x — 8) 


fio)=—x 3 = —— > f(8)=— 
L 3 3%) x2 12 
A l l 4. x 
Assim, y — 2 = E (x — 8) ou y= 2 x + E é a equacáo da reta tangente ao 
gráfico de f(w) = 3x no ponto (8, 2). = 


Exercícios 7.3 
1. Seja f(x) = xº. Calcule 


a) fx) 
b) f(0) 
c) f2) 


2. Calcule g'(x) sendo g dada por 


abscissa 2. Esboce os gráficos de f e da reta tangente. 


a) g(x)=x° 
b) g()=n" 
c) e(x) == 
x 
d) g()=x 
e) e (x) = E 
> 
. l 
pgo = — 
Xx 
g) gx)=x 
h) g(x) =x” 
3. 
4. 


abscissa 1. Esboce os gráficos de f e da reta tangente. 


Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = 
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X 


” 
A” 


, z zij ; l 
Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x)= — no ponto de 


no ponto de 


5. Seja f(x) = Y y Calcule. 


a) fx) 
b) FG) 
c) f(-32) 


6. Calcule g'(x), sendo g dada por 


a)g (x) = Vx b) g (1) = Y'x 
c) g (x) = 8x d) g (x) = Rx 


7. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = ł/x no ponto de 
abscissa 1. Esboce os gráficos de f e da reta tangente. 


l dis l : 
Seja r a reta tangente ao gráfico de f(x) = — no ponto de abscissa p. 


X 
Verifique que r intercepta o eixo x no ponto de abscissa 2p. 


9. Determine a reta que é tangente ao gráfico de f (x) = x° e pararela à reta y = 4x 
+2, 


7.4. DERIVADAS DE e” e In x 


Teorema. São válidas as fórmulas de derivação 


a) f (x) = e = fe) = e. 


. l 
b) e (x) = Inx > g'(x) = —, x: 
X 


Demonstração 


190 


ex +h — ex sh — | sh — 1 
a) f(x) = lim —————= lim e. =e* pois, lim = 
h>0 h h>0 1 h>0 h 
(Exemplo 3-6.3). 
j ; In(x+h)— In x ' l i h 
b)g'(x)= lim PC lim — In É + 2) 
h>0 h h50 h br 
h 
u A 
E) 


1 | 


, ES r l — l 
= lim ln (1+ u)xu = lim — Ìn (1 + u)u = — 
u=>0 u=>0 x x 


| 


pois, lim (1 +u ju =e (Exemplo 2-6.3). 
u> 0 


(e?) A 


| 
(Inx)' = —=, 
X 


Exercícios 7.4 


1. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = e* no ponto de 
abscissa 0. 


2. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = In x no ponto de 
abscissa 1. Esboce os gráficos de f e da reta tangente. 


3. Seja f(x) = a*, em que a > 0 e a # 1 é um real dado. Mostre que f(x) = a* In a. 


4. Calcule f(x). 


a) f(x)=2* 
b) f(x)=5 
c) f= 
d) f(x) = e 


5. Seja g (x) = log, x, em que a > O e a % 1 é constante. Mostre que 


g'(x) = ; 
xina 


6. Calcule g'(x) 
a) g (x)= log; x 
b) g (x)= log:x 
c) g(x) = log,x 
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d) g(x)=lnx 


7.5. DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Teorema. São válidas as fórmulas de derivação. 


a) sen'x = cos x. 
b) cos'x = —sen x. 


c) tg'x = sec? x. 
d) sec'x = sec x tg x. 


e) cotg'x = —cosec? x. 
f) cosec'x = —cosec x cotg x. 


Demonstração 
h 2x + h 
2 sen — cos 
; , sen (x + h) — sen x l 2 2 
a)senx= lim. = lim £ £ 
h50 h h=>0 h 
sen 
f 2x+ h 
= lim £ cos = Cos X 
h50 A 2 
2 
a 2x + h 
l —2 sen — sen — 
, ' cos (x + A) — cos x 2 5 
bjcosx= lim ——————————— = lim 
h=>0 h h=50 h 
h 
sen — 
2 2x + h 
= lim 7 sen = — sen x. 
h>0 ide 
2 
É y te(x+h)—tex 
c) tg'x= lim 5. 
h>0 h 


Fazendo t =x + h (t > x quando h > 0) 
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sen f sen x 


; gt—tgx j cost cosx 
te'x = lim == lim 
t> x pe t>5> x furo 
, sen t cos x — sen x cos t l 
= lim <- — 
EX t—x cos f Cos x 
, sen t cos x — sen x cos t , sen (t — x) 
Como lim >= lim ——————— =le 
t> x ky É => x = x 
| 2 
lim ————— = -— = sec” x, resulta 
tx COS Í COS X cost x 


tg'x = sec? x. 


(d), (e) e (f) ficam a seu cargo. E 


Exercícios 7.5 


1. Seja f(x) = sen x. Calcule. 


a) fo) 
TT 
or (2) 
az 4, 
Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = sen x no ponto de 
abscissa 0. 
3. Seja f(x) = cos x. Calcule. 
a) f(x) 
b) f(0) 
o e 
GF ES 
Ye y 


DI [-5) 
a), Ua 
4. Calcule f(x) sendo 


a) fO)=tgx 


b) f(x)= secx 
5. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = tg x no ponto de 


abscissa 0. 


6. Seja f(x) = cotg x. Calcule. 
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D fo 
prio) 


7. Seja g (x) = cosec x. Calcule. 


a) g'(x) 


f T \ 
b) e 


7.6.  DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE 


A função f (x) = | x | não é derivável em p = O (Exemplo 7-7.2); entretanto, esta 
função é contínua em p = 0, o que nos mostra que uma função pode ser contínua em 
um ponto sem ser derivável neste ponto. 


Jim = Ixl f(x) = lx lé contínua em 0, 
mas não é derivável em 0. 


Deste modo, continuidade não implica derivabilidade. 
Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra o seguinte teorema. 


Teorema. Se ffor derivável em p, então f será contínua em p. 


Demonstração 
a RA o fœ- SP) jx 
Pela hipótese, f é derivável em p, logo lim ea existe e é igual a f (p). 
Xp A al ) E 
Precisamos provar que f é contínua em p, isto é, que lim f(x) = f (P). Temos 
x> p 
. ) (x)— f(p) 
TO) —F(p) = Po) JP) “(x—p),x*FDp, 
Lp 
daí, 
s a i ; "x)= f(p l " . 
lim [f(x) — f(p)]= lim PA, lim x-p=f(p):0=0 
x>p x=>p xp x=>p 
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ou seja, 


lim [f0)—f(p)]=0 


x>p 


e, portanto, 


lim f(x) =f(p). E 


x>p 
Observação. Segue do teorema que, se f não for contínua em p, então f não poderá ser 


derivável em p. 


p | 
| x“sex«l 


EXEMPLO 1. A função f(x) = | é derivável em p = 1? Por qué? 


Solução 


f não é contínua em 1, pois lim f(x) = 2 é diferente de lim f(x) = 1. Como f 
x If x> 


não é contínua em 1, segue que f não é derivável em 1. m 


EXEMPLO 2. Seja f(x) = < 
| | dE, X>] 


a) fé contínua em 1? 
b) fé diferenciável em 1? 
Solução 


a) lim f()= lim f(x)= l = f (1). logo, fé contínua em 1. 
x > b x > 17 


b) Como fé contínua em 1, f poderá ser derivável ou não em 1. Temos 


» 
à 


x=1 


sex<l 


FO = FD am 
x —1 | 


0 sex>l. 


Assim, 
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TOTO _ FASO 


lim 0e lim === lim (x+1)=2 
it xl 251" x—1 > 
: OST ... a ea 
logo, lim NE náo existe, ou seja, f ndo é derivável em 1. 
x51 > cid 


fé contínua em 1, mas não é derivável 
neste ponto; o gráfico de f apresenta um 
“bico” no ponto (1, f(1)). 


X sex<l 
2x1 sex >1I 


e 
EXEMPLO 3. Seja f(x) = | 


a) f é derivável em 1? 
b) fé contínua em 1? 


Solução 


PO Re .. | El 
a) ——————— = 
x—1 


ba 


sex>l. 


lim £600)-f0M= lim f- =2, 


x51 | x5 17 y=] 
Logo, f é derivável em 1 e f (1) = 2. 


b) Como f é derivável em 1, segue que f é contínua em 1. m 


Exercícios 7.6 


1. Xx ma -E a 
Seja f(x) = 


1 sex=>2 


a) fé contínua em 2? Por qué? 
b) fé derivável em 2? Por qué? 
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2. | x? sex=0 
Seja f(x) = < 

| y? sex>0 
a) fé derivável em 0? Justifique. 


b) fé contínua em 0? Justifique. 


3. [=x +3 se x<3 
Seja f(x) = < 
| x—3 se x>=3 


a) fé derivável em 3? Justifique. 
b) fé contínua em 3? Justifique. 


7.7. REGRAS DE DERIVAÇÃO 


Teorema 1. Sejam f e g deriváveis em p e seja k uma constante. Então as 
funções f + g, kf e f- g são deriváveis em p e têm-se 


(D1) (f+ 9)'(p) = fP) + g'(p). 
(D2) (kf'(p) = kf p). 
(D3) (f: 9)'(p) = f (pP) gP) + f (p) g'(p). 


Demonstração 


(0+ 8001 — FG 
(DI) (f+ g)'(p) = lim Lœ) + g) -— fP) + gpl 


x> p xP 
a la e LD), 200-200) 
x=>Pp xP xP 


(Em palavras: a derivada de uma soma é igual à soma das derivadas das parcelas.) 
ge co HOOD OF P 
(D2) (kf)'(p) = lim OP y lim LD P) = kf (p), 


x>p AA x>p A =D 


(KN' (P) = kf p). 


(Em palavras: a derivada do produto de uma constante por uma função é igual ao 
produto da constante pela derivada da função.) 
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o! : O e(x)— f(p) g(p) 
(DA) f: 2) (p)= lim FO) g(x) — f (Pp) (p) 


x= p xP 

= fm TO) Eu — TO ECT TROS TD ED) 
xep Y 

= lim us TIP), g(x) + F(p: 8097 ENP) 
x=>p A” Pp > — Y 


Observe que, pelo fato de g ser derivável em p, g será contínua em p, e, assim, 
lim g (x) = g (p). 


x—>p 

(Em palavras: a derivada do produto de duas funções é igual à derivada da primeira 
multiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da 
segunda.) E 


Teorema 2. (Regra do quociente). Se fe g forem deriváveis em pe se g (p) % 0, 


entáo — será derivável em p e 
5 


r 


Da (L) py = LPD- IDEM, 
E 


[e(p)P 


(Em palavras: a derivada de um quociente é igual à derivada do numerador 
multiplicado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada 


do denominador, sobre o quadrado do denominador.) 


Demonstração 
fo) f(p) 
fp WN . 
. X =: Y l 
2 )0)= lim g(x) g(p) = lim J) ep- JW), _ 1 
j rir BB x> p x= p g(x) 8(P) 


Somando e subtraindo f(p) g (p) ao numerador resulta 


à: (5 PEp) e(x)— g(p) | 
L]o- lim TOTO) ap) pip EE) . ——, 
Ce x>p =P xp g(x) g(p) 


e, portanto, 


LV Fe- f) gip) 
= e SS aa 
LÊ Le (py 
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(DDIFOO + 201 =F'00) + gia). 

(D2) [kK (0) 1! = kf’ x). 

(D3 [fO)g WDT =f eg (x) Hf w 200). 

f(x) | FEO f(x)g'(x) 
[g (x)? i 


00 | 


8 (x)) 


Observação. A notação [f (x)]' é usada com frequência para indicar a derivada de f(x) 
em x. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = 4x? + x°. Calcule. 


a) f(x). 
b) f (1). 
Solução 


, (DI) 


a) f'(x) = [4 + 22] (420)! + (12). 
Pela (D2), (4x) =4- (x) = 4- 3x? = 12x”. 
Segue 
f(x) = (4) + (x°) = 12x) + 2x, 
ou seja, 
f(x) = 12x? + 2x. 
b) Como f(x) = 12x? + 2x, segue f(1)= 14. m 
EXEMPLO 2. Calcule g'(x) em que g(x) = 5xº + 4. 
Solução 
g'(x) = [5x + 4] = (5x) + (4). 


Já vimos que a derivada de uma constante é zero, assim, (4) = 0. Como (5x*) = 
20xº resulta 


g(x)=20x". m 


2x +3 
EXEMPLO 3. Calcule f(x) em que f(x) = E r 
xS 
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Solução 


Pela regra do quociente 


r 


fa) = E LOAD Ortda? HIY 


x? +1 (x2 + 1)? 
Como 
(2x +3) =2e (+1) =2x 

resulta 

f(x) = 2(x? +1) — (2x + 3) 2x 

* & (x2 + 1) 
ou 

f(x) = 2x7 — 6x +2 

A (x? + 1) 


EXEMPLO 4. Seja f (x) = (3x? + 1) e*. Calcule f(x). 
Solução 
Pela regra do produto 


PQ) = BX + 1) e + (3 +1) (eY. 


Como 
(3x? + 1) =6xe(e) = e 
resulta 
f(x) = 6x e* + (3x? + De, 
ou seja, 


f(x) = (8x +6x+1) e. m 


sen x 
EXEMPLO 5. Seja h (x) = E Calcule h'(x). 


Solução 


Pela regra do quociente 
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h'o (sen x) (x + 1) — sen x (x +1) (cos x) (x + 1) — sen x 
A = mm tee $ 


(x +1) (x + 1)? 
Assim, 
: (x + 1) cos x — sen x 
(x + 1)* 
EXEMPLO 6. Seja f (x) = x? + In x. Calcule f(x). 
Solução 
ef 3 , 3 , , 2 l 
Fo S(x + lIn = (xy + (Inx = 3x + —, 
X 
ou seja, 
e 2 l 
fF œ = 3x + —. a 
XxX 


EXEMPLO 7. Sejam f, f, ..., fa n > 2, funções deriváveis em p. Prove, por indução 
finita, que fı + fə +... + f, é derivável em p e que 


fith t- +) D=f (D+. +40). 


Solução 


i) Para n = 2 é verdadeira (D1). 
ii) Seja k > 2. De 
Ah th ds fith... FT hei 


segue que se a afirmação for verdadeira para n = k também o será paran=k+1. m 


EXEMPLO 8. Calcule a derivada 

po E a E 2 | 

a) f(x) = 3x + = x +x+2. b)g (x) =x + —+ yx. 
3 a 

Solução 


, 


7 5 i TE y i ; 4 
a)f (x) = ES + e e | = (3%) + [54º] + (0 +(2)' = 15x! + qe Fh 
a Lu a 


Assim, 
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4 
FU) = 15 + 1841. 


, E , , 2 | 
b) g wst t | =0 ) + [=] a Ai == i = 
d o e N X 
ou seja, 
, 2 l 
g x)= 2x- — += a 
X 24x 
Exercícios 7.7 
1. Calcule f(x). 
a) f (x) = 3x? + bf =+ +] 
If =3% - 2 +4 d) f(x) = 3x + Nx 
fm) =5+ 3x? PO) = 23/x 
S l a + 5 
FO) = 3x + — DIO = —+= 
X XxX Es 
Df) 4 DfA = Vx + Vx 
l e d M, a” E x= X X 
. l | , 3 am 
DTO- =E — ds m f= 6x + Nx 
X P 
n) fx) = 5x* + bx? + cx? + k, em que b, c e k são constantes. 
l 
2. Seja g (x) = X + —. Determine a equacáo da reta tangente ao gráfico de g no 
X 
ponto (1, g(1)). 
3. 


2.1 
Seja f(x) =x + —. 
x 


a) Determine o ponto do gráfico de f em que a reta tangente, neste ponto, seja 
paralela ao eixo x. 
b) Esboce o gráfico de f. 


4. Seja f(x) =x + 3x? +1. 


a) Estude o sinal de f(x). 
b) Calcule lim f(x) e lim f). 
x— +0 xXx > —00 
c) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de f. 


5. Mesmo exercício que o anterior, considerando a função f (x) = x? + x? — 5x. 


6. Seja f (x) = x? + 3x. 


202 


a) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 0. 
b) Estude o sinal de f(x). 
c) Esboce o gráfico de f. 


7. Calcule F'(x) em que f(x) é igual a 


X x* —1 
a) > b) 
x“ +1 x+1 
”» 
3x4 +3 X 
) d) E 
5x — 3 x+1 
q Elas 3 
e) 5x + f yx 
t~l +2 
Vx +a x + ffx 
8) h) — 
l yx andes 


X 
é Sejag@) = — 
> n. 


a) Determine os pontos do gráfico de g em que as retas tangentes, nestes 
pontos, sejam paralelas ao eixo x. 
b) Estude o sinal de g'(x). 


c) Calcule lim g(x)e lim g). 
x — +0 x>-0W 


d) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de g. 


9. Calcule f(x) em que f(x) é igual a 
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a) 3x? + 5 cos x 


c)x senx 
x+1 
e) 
tg x 
sec x 
3x +2 
) NX secx 
I) xcotg x 


2 
nx + 3xtgx 


x+1 


x sen x 
3 r 
n(x + vx)cosecx 


10. Seja f(x) = x° sen x + cos x. Calcule: 


a) f) 
b) f(0) 
c) fGa) 
d) fa) 


11. Seja f(x) = sen x + cos x, 0 < x < 27. 


a) Estude o sinal de f (x). 
b) Faça um esboço do gráfico de f. 


12. Calcule f (x). 
af =e 


f(x) = e cosx 
9 XxX 
df) =x In x + 2e 


2f0)=4+5Imnx 


In x 


D f(x) = 


204 


b) 


2) 


x +1 
d) x tgx 
3 


sen x + cos x 


h) cos x + (x? + 1) senx 


)3cosx+ 5 sec x 


m) 4 sec x + cotg x 


2) 


x* +1 
0) 
sec x 
x 
cosec x 
x + sen x 
===> 
X COS Y 


b)f (x) =3x+5lInx 


] l+e* 
dfx) = a 
l— e” 
x+1 
Da) = 
x In x 
5X 
h fo) = =— 
x* +1 
e* 
f(x) = 
DS x+1 


13. Sejam f, g e h funções deriváveis. Verifique que 
LÊ CO) 909) h GOT = P 909 h x) + F FC h (9) +6) ge) A. 
14. Calcule F'(x) sendo f (x) igual a 


a) xe*cos x b) 
b) x, (cos x) (1 + In x) 


c) e*senx cosx 
(IA + «ix ) e* tg XxX 


7.8. FUNÇÃO DERIVADA E DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 


Sejam f uma função e A o conjunto dos x para os quais f(x) existe. A função f : A 
> R dada por x + f(x), denomina-se função derivada ou, simplesmente, derivada de 
f. diremos, ainda, que f é a derivada de 1.º ordem de f. A derivada de 1. ordem de f é 
também indicada por f®. 

A derivada de f denomina-se derivada de 2.º ordem de f e é indicada por f” ou por 
(9, assim, f” = (f)'. De modo análogo, define-se as derivadas de ordens superiores a 2 
de f. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = 3x) — 6x + 1. Determine f, f' e f". 


Solução 

f(x) = 9x” — 6, para todo x; assim D}; = R. 
f'(x) = 18x, para todo x; Dp = R. 

f"() = 18, para todo x; Dp- =R. E 


e 


EXEMPLO 2. Seja f(x) = < 


| 


Y 
o 
= 
V 


Esboce os gráficos de fe f. 


Solução 


Para x < 1, f (x) = xê, daí f(x) = 2x. 
Para x > 1, f (x) = 1, daí f (x) = 0. 


Em 1 devemos aplicar a definição (se você já desenhou o gráfico de f, deve estar 
prevendo que f (1) não existe). 
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se x<l 
FO-$0 x—1 [x+] sex<] 
x= 1 (is RN lo se x > 1 
x— Des 
daí 
lim SO) JO) FO) =0e lim 0-0 FW) = 2. 
pr El x>I 1 


Logo, f não é derivável em 1, isto é, f(1) não existe. Portanto 


2x se XXI 
f(x) = ; Dp =R- {1}. 
O se x>1 ` 


Exercícios 7.8 


1. Determine f, f' ef”. 
| 


a) f(x) = 4 + 2x b) f(x) = — 

X 
FA 4 i l e l 
Af ax) = 5xº — = d) f(x) = 3x? — 6x + 1 
x 

x2+3x se x<1 

fia) = xlix DI% = 
5x—1 se x>1 


2. Esboce os gráficos de f, f ef”. 


dl 12+3x se x=] 
afa) Sx ixl b)f(x) = 


Sx=1 se x>1 


3. Determine a derivada de ordem n. 
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a) f(x)= e 

b) f(x)= sen x 
c) f(x)= cosx 
d) f(x)=lnx 


7.9. NOTACÓES PARA A DERIVADA 


Frequentemente, usamos expressões do tipo y = f(x), s = f(t), u = f(v) etc. para 
indicar uma funcáo. Em y = f (x), y é a variável dependente e x a variável 
independente; em s = f(t), s é a variável dependente e t a variável independente. 


Se a funcáo vem dada por y = f (x), a notacáo, devida a Leibniz, L (leia: derivada 
dx 
de y em relação a x) é usada para indicar a derivada de f em x: < = f '(x). De 
dx 
acordo com a definicáo de derivada 
dy : f(x + Ax)= f(x) 


— =f'(x)= lim 
dx i Ax>0 Ax 


Observe que o símbolo Ax (leia: delta x) desempenha aqui o mesmo papel que o h 


TERRE fa 
em lim PREPA) de a ASA, 


, Fazendo Ay = f(x + Ax) — f(x) resulta 
h=>0 h 


dy s 
— = lim —. 
dx Ax>0 Ax 


TATAI h----==--- 


f(x) a <= 


. dy 
A notação ——| 


é usada para indicar a derivada de y = f (x) em 
to 


dx|x = 
dy ia 
x=: SÍ =$ (X0) 
dx|x = xp 
Usaremos, ainda, a notação z para indicar a função derivada de 
dx 
i df a 
y=f(x): Ed =f. 
c ræ r 
: EREET df a df 
A derivada de y = f (x), em x, será então indicada por E O) :f (x) = Em (x). 
dx dx 
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Se a função f for dada por s = f(t), as notações 2 e Lo seráo usadas para 
dt Í 
indicar f (t). 


Pela definição de derivada 


= lim E em que Às = f(t + At) — f (Ô). 
dt Ar>0 At 


EXEMPLO 1. Seja y = 5xº + x°. Calcule a derivada. 


Solução 
dy d 
LS = (58 + Y = 15 + 2x. 
dx dx 
Assim, 
dy 
— = 15x? + 2x 
dx 


E d i eak . 
Observe que o símbolo E aplicado a 5xº + x? indica a derivada de 5xº + x°, em 
dx 


relação a x. Da mesma forma, a notação (5xº + x?) indica a derivada de 5x? + x°, em 
relação a x. 


E 
e 
EXEMPLO 2. Calcule qn sendo s = — : ’ 
dt t* 41 
Solução 
d df sy ( 5t | (Sy (e +1) — 5t(t? +1) 
dt dtlt+1 E (t? + 1)? , 
ou seja, 
ds 5-5 
dt (+1? 
slay 5t 
Aqui as notações 4 2 e E indicam a derivada de — em 
dt |t*+1 t* +1 teti 


relação a t. 


208 


EXEMPLO 3. Seja y = u”. Calcule D pela definição. 


du 
Solução 
Façamos f(u) = u?. Assim, 
dy u + Au) — ft l + Au)? — u? 
2 =f'(u)= lim TUTARI. lim UTON TA 
du Au > 0 Au Au > 0 Au 
Assim, 
9 dy 
y =u > — = 2u. 
E 
EXEMPLO 4. Calcule. 
d.2 d 
o) — [x = 3x]: b) — [cos t]. 
TE [ ] pr [cos 1] 
d 2 d 
c) — [u? — Su]. d) — [u tg ul. 
du du 
Solução 


d 
a) — RÊ - 5x] = Ê — 5x) = 2x — 5. 
dx 
d ; 
b) — [cos t] = (cos f)' = —sen t. 
dt 
d 
c) — [u? — Su] = (e — 5u) = 2u — 5. 
du 
d : 2 
d) Es [u tg u] = (u tg u)' = tg u + usec” u. 
u 


EXEMPLO 5. Seja x = t? sen t. Calcule. 


dx dx 
a) —. b). — 

dt dt it = T. 
Solução 
a) Li = a (t sen f) = 2t sen t + r cost. 

dt dt 
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Assim, 


dx 
— =t(2sent+tcost). 
dt 


E muito comum a notação y = y (x) para indicar uma função; observe que nesta 
notação a letra y está sendo usada para indicar a função e ao mesmo tempo a variável 
dependente. 


EXEMPLO 6. Sejam u = u (x) e v = v (x) funções deriváveis num mesmo conjunto A. 
Segue das regras de derivação que para todo x em A, tem-se 


dy d du dv 
a)y = u + vs — = — [u + vy] = — + —. 
dx dx dx dx 
dy 1 du di 
by = uv > — = Lam Dre, 
dx dx dx dx 
du di 
u d d[lul a “a 
US ll == qe O = dx _ AX emtodox E A, com v (x) +0. E 
1 dx dx |v ví 


dy yy 
dx dx 
Solução 
dy C i du 
y= u: u> — = — |u: u] = — u + u — 
dx dx dx dx 
Assim, 
dy du 
— = 2u —. E 
dx dx 


EXEMPLO 8. Calcule A em que y = (x? + 3x)2. 
dx 


Solução 


Façamos u = x? + 3x. Assim, 
y = u?, em que u = x° + 3x. 
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Pelo exemplo anterior, 


h lu 
A Pa 
dx dx 
tu 1 
Como > = É [2 + 3x] = 2x + 3, segue que 
dx dx 
dy 9 
== 2(xº + 3x)(2x+ 3). 
dx —r a 


u du 


dy p, d 
dx dx 
2 dy d 2 . 
Por outro lado, y = > — = — [u] = 2u. Assim, 
du du 
O dy _ dy du 


dx du dx 


dy f R 

em que de deve ser calculado em u = u (x). Provaremos mais adiante que esta regra 
du 

(D, conhecida como regra da cadeia, é válida sempre que y = y (u) e u = u (x) forem 


deriváveis. 
A seguir, provaremos (1) num caso particular. E 


EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejam y = f(u) e u = g(x) 
funções deriváveis e tais que, para todo x no domínio de g, g(x) pertença ao domínio 
de f. Suponhamos, ainda, que 


Au = g(x + Ax) — g(x) Z 0 


para todo x e x + Ax no domínio de g, com Ax % 0. Nestas condições, a composta y = 
[K(g(x)) é derivável e vale a regra da cadeia 


dy dy du 


dx du dx 


em que o deve ser calculada em u = g(x). 
du 


Solução 
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Ff(g(x + Ax) — fea 


= lim 
dx Ax > 0 Ax 
= tim [ECAV -SE gl + A) 201) 
Ar>0  g(x+ Ax)— g(x) Ax l 
Temos 
x + Ax) — g(x / | 
lim DAA Ax) 801) = lim OA 
Ax>0 Ax Ax>0 Ax dx 


Fazendo Au = g(x + Ax) — g(x) resulta 
x + Ax)— f(g(x "(u + Au) — fl 
lim f(g(x + AD) f(e) _ lim f(u + Au)— f(u) 
Ar>0  g(x+ Ax)-— g(x) Au > 0 Au 
Es Ay _ dy 


I 
Au — 0 Au du 


em que £ deve ser calculada em u = g(x). Assim 


du 
dy : Ay . Au dy du 
—= lim ~> lm — = —., a 
dx Au>0 Au Ax>0 Ax du dx 
Observacáo. e = f'(u) e ca = g'(x) temos, também, 
du ` dx 
ai AR f'(u) g'(x), u = g (x) 
ou seja, 
LAICO = F) 9'09. 
9 : 
Seja y = f (x). A notação E ) — Es (2) será usada para indicar a derivada de 
dx? dx, dx 
segunda ordem de f, em x, isto é, E = f(x). A derivada de 3.º ordem será, 
axe o 
32 la 
também, indicada por A . o a y , € assim por diante. 
dx dx | dx“ 


EXEMPLO 10. Seja y = 3x? — 6x + 2. Calcule 


j 
d*y 

” 
E é 


a) 
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Solução 


E a a ir ai 
d dx 
dy d 
ZIY = 19 —- 6] = 18x. 
ax” dx 
Assim, 
d2y 
— = |8x. 
dx? 
5 
b) - y A = (), que é o valor da derivada segunda em x= 0. m 
dx“ Ix = 


EXEMPLO 11. Seja y = tx em que x = x (t) é uma função derivável até a 2.º ordem. 
Verifique que 


Solução 


a) Observe que x é uma função derivável de t. Pela regra do produto, 


1 x 
D st y Ra pre 
dt dt dt dt 
ou seja, 
mo 3x + f = 
dt 
b) Temos: 
9 fa 
e = L (32 + a PO lemt E +38 EE quê EA 
dt* dt dt dt dt dt“ 
ou seja, 
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Exercícios 7.9 


1. 


Calcule a derivada. 


e A es <a 
ajy=3r +61 bs= xt += 
t 
t 
c0x= — d)y = tcost 
de | 
u+1 
e) l A f x= Pe 
In u 
t x? +41 
2)s=etgt h)y = 
sen x 
E 3— 3 2 
D)y = Nu secu Dx=—+5 
t = 
t a. 3 
Dx=e cost mu=5v + — 
q 
4 | 
)V=—wr o) E=— ví 
3 2 
| > s a b 
p) E = = v^, m constante q) U = —īz ~ FG» 4 eb constantes 
2 Fs - 
x3 
Seja y = ————. Calcule. 
FAZ 

dy dy 
a) — b) — 

dx dx|x= 1 
Seja y = éx, em que x = x (t) é uma função derivável. Calcule 
dy dx : , 

— supondo — =2 e x = 3 para t = 1 (isto é, x (1) = 3). 
dit=1 dt|t= 1 


Considere a função y = xt, na qual x = x(t) é uma função derivável. Calcule 
ly lx 

E sabendo que = = 3 e que x (2) = 1 (isto é, x = 1 para t = 2). 
dt|t= 2 dt |t = 2 


Considere a função y = , na qual t = t (x) é uma função derivável. 


ly lt 
Calcule Y sabendo que a = 4 e que t= 2 para x = 1. (Observe 
dx|x= 1 dx|x = 1 


que t está sendo olhado como função de x.) 


l ly 
Seja y = —.. Verifique que x E + 2y =0. 
de dx 
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e 
?. Sejay= ——, 


yz ly 2 
k constante. Verifique que e) 
dx f 


8. Calcule a derivada segunda. 


a) y=2+2x-3 


b) x=tsent 
i l 
dy= + — 
T 
d) y=tlt 
e) x=eæcost 
x 
Ay= ; 
x 
9. Seja y =x? - 3x. Verifique que y “2 Y = 
dx? dx 
N Seja y = EA Verifique que x? Cs dy 
E dx” dx 
E Seja x = cos t. Verifique que e3 ta 
dt4 
g 
12, Seja y = e* cos x. Verifique que d —? dy visn 
dx“ dx i 
E 
Los Seja y = te”. Verifique que Py 25 at 
dt< dt 


14. Suponha que y = y (r) seja derivável até a 2.º ordem. Verifique que 


dl, dy dy > d2y 
—|(rº+t)—|=Q+D)D—- + (+p) e 
dr dr dr dr? 

15. Seja y = x°, em que x = x (t) é uma função derivável até a 2.º ordem. Verifique 
que 
: J =2 (2) r = S 
dt“ dt dt“ 


16. Suponha que x = x (t) seja derivável até a 2.º ordem. Verifique que 


= (1? An dex 


a) 3 
dt dt dt dt” 


od | dx | dx j d?x 
b) — w — | +x—s 
dt dt dt dt“ 
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7.10. REGRA DA CADEIA PARA DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO COMPOSTA 


Sejam y = f (x) e x = g (t) duas funções deriváveis, com Img C D,. Nosso objetivo, 
a seguir, é provar que a composta h (t) = f(g(t)) é derivável e que vale a regra da 
cadeia 


© h(t) = f'(e ©) g'®, t E Dg 


Antes de passarmos à demonstração de (D, vejamos como fica a regra da cadeia na 
notação de Leibniz. Temos 
dy cê dx , 
dx dt 


Sendo a composta dada por y = f(g(t)), segue de © que 


dy N | 
—=PUOE H 
dt 
ou 
dy R , 
— = f'(x) g (1), em que x = g (1). 
dt 
Assim, 
dy _ dy dx 
dt dxdt 


em que e deve ser calculado em x = g(t). 
dx 


Suponhamos y = f (x) derivável em p, x = g(t) derivável em tọ, com p = g(t), e Img 
C D, Seja h (t) = fíg(t)). Vamos provar que 


h'(to) = Platt) g'(to). 


Para isto, consideremos a função T dada por 


Tx) = fp) + fP) (x — p). 
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Observe que o gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de f, em (p, f(p)). Temos 


fœ =T (x) + EQ) 


ou 
(2) fœ -fD=Fp(a-p+E()xEDg 


em que E (x) é o erro que se comete ao aproximar f (x) por T (x). Conforme vimos no 

Exemplo 8 da Seção 7.2, E (x) = p (x) (x — p), x € Dp onde lim p(x)=0 = p(0). 
x*—>Pp 

Fazendo em © x = g(t) e p = g(t,Je, em seguida, dividindo ambos os membros por t — 

to, (t to), obtemos 


“(e(t)— flelto)) Ee e(t) — g(to) E(e(t)) 
Je Í (8 (to =f’ (et) g g(t0) y EED) 
t— to t— to t—t0 


Temos 


lim f(g (tg) 
t—s t0 


(1) 80) p | 
= F'(8 (10) 2 (tp). 


to 


Por outro lado, de E (x) = p (x) (x — p) segue E (g(t)) = p(g(t)) (g(t) — g(to)). Temos 


lim p(g())= lim p(x)=0 


t> to Xx-+p 
Daí 
: E(g(t : t)— gli 
lim BUU lim piga ¿07 840) Zo. 2'(tp)=0 
t>to E= t t> to y 
Portanto 
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t — ] Í a t))— 3 tr 
h'(tgo) = lim ht) hito) _ lim IEH) - Jeto) 


= f'(g (to)) g' (to). 
t> to E= t> to t— to 


7.11. APLICAÇÕES DA REGRA DA CADEIA 


Pelo que vimos na seção anterior, sendo y = f(u) e u = g(x) deriváveis, com Img C 
D; então a derivada da composta y = f(g(x)) é dada por 


dy a s 
— =f (g (x)) g (x) 
dx 

ou 


di 
— = f'(u) g'(x), em que u = g (x) 
dx 


ou 


dy dy du 


dx du dx 


em que < deve ser calculada em u = g(x). 
du 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


a) y = ex 
b) y = sen č. 
Solução 


a) y = e”, em que u = 3x. Pela regra da cadeia 


dy _ dy du 
dx du dx 
dy du 
Como — = ee — = 3 resulta 
du dx a A 
dy y - 
— =-30u0— =3e”. 
dx Xx 


b) y = sen x, em que x = t?. Pela regra da cadeia 


dy _ dy dx 
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dy dx 
Como — = cosxe E = 2f, resulta 


dx dt 
dy 
— = cosx: 2f 
dt 
ou seja 
dy Y 
— = 2tcos t^. 
dt 


Poderíamos, também, ter obtido £ aplicando diretamente a fórmula [H(g(t))]' = f 
dt 
(g(0) g'(®. Veja: 


dy Da Mer ir 2 
dE = [sent] = sen’ t“ (Py = 2t cos t^. a 
dt 


EXEMPLO 2. Calcule f(x), sendo 

a) f(x) = Gx + 1). 

b) f(x) = cos 3x. 

Solução 

a) f(x) = 1%, em que u = 3x? + 1. Temos 


1 1 > d ) 
f(x) = Fdo u°] “> Ju? “eS 313 + 1)? (6x), 
du dx dx 


ou seja, 
f(x) = 18x (3x? + 1). 
b) f(x) = [cos 3x]' = cos' 3x : (3x) = -3 sen 3x. m 
dy 


EXEMPLO 3. Calcule —, sendo y = In (x? + 3). 
ax 


Solução 


y=Inuu=x?+3. 


a A [In u] e E 2%; 
dx du dx u 
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ou seja, 


EXEMPLO 4. Seja f: R > R uma função derivável e seja g(x) = f(cos x). Calcule 
ar) | 

g'| — | supondo (5)=4 

E | z ) supondo f | 2 

Solução 


Pela regra da cadeia 
g'(x) = f (cos x) (cos x)' 


ou seja, 
g'(x) = -sen x f (cos x). 
Então o 
7 5 s 
je Aa 


EXEMPLO 5. Suponha g derivável. Verifique que 


a) (ED = £ yx). 
, x) 
b) [In g (x)]' = 800) 
g(x) 
c) [cos g (x)]' = — g'(x) sen g (x). 


d) [sen g (x)]" = g'(x) cos g (x). 


Solução 


a) y = e", u = g(x). 


Assim, 


O Z e" g'(x), u = g (x) 
dx i 


ou seja, 


[e9 CT! = e9(9) g'(x). 
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b) y = ln u, u= g(x) 


(c) e (d) ficam a seu cargo. E 


EXEMPLO 6. Seja y = x° e**. Calcule a derivada. 
Solução 
Pela regra do produto, 
dy 


D , 3x 2 3x , 
— =(x) e +x (e). 
dx 


Como (x?)' = 2x e (e%) = e™ (3x)! = 3e™ resulta 


ou seja, 

dv 

= = xe [2 + 3x]. 
dx 


EXEMPLO 7. Seja y = xe ”. Verifique que 


d?y dy 
n= 
dx* dx 
Solução 
dy Ea 
— =e “+x(e e =e Za 2xe ai 
dx 
d?y —2x LF 
Z =[e 2] — [2xe 1 = -2e %- 2e” — Axe” 
dx 
= —4e “+4xe ” 
Então 
É, 
Ey dy E a cd E y 
: Y p4 P y dy = [240 2 + 4x0 2] + 4 [072 — 2102] + 4x0 2 
y4 x 
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—4e *+4xe 2 + 4e 2 — 8xe 2 + 4x0 2 =0. 


E 
EXEMPLO 8. Calcule d y sendo y = cos 5x. 
dxé 
Solução 
dy 
Y = =S sen 5X: 
ia 
d?y 
F — = —5 [sen 5x]' = —25 cos 5x. 
é 


EXEMPLO 9. Calcule dy i 


dx 
a == 
a) y=|— b) y=} x? +3. 
) : ES ha N 
Solução 
4 1 
ajv=u.,u 
` x* +1 
d d AY ras Y 
TTR 
dx dx xº +1 xº +1 
Como 
x] i _x241-(x+1)2x _ -x2-2x+1 
xt +1 (x? + 1)? (x2 + 1) 
resulta 


al 
dy _ Ra —x2 -2x +1 
(x? +1} 


l 
q P 
b) y= u3, em que u = x° + 3. 


Assim, 
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EXEMPLO 10. Seja g derivável e n % O inteiro. Verifique que 


a) [le (GY = n (e (07 gx). 


| 
= — (g (x))" g'(x) (n > 2). 
n 


b) [lg o)" 


Solução 
a) y = u”, u = g(x). 


ax au ax 


ou seja, 
dy > : 
= = n (g "T l g'o). 
dx 


b) Fica a seu cargo. E 


EXEMPLO 11. Seja f: R > R uma função derivável até a 2.º ordem e seja g dada 
por g(x) = f (x^). Calcule g" (2), supondo f (4) = 2 ef” (4) = 3. 


Solução 

g'(x) = F) Y = 2x f(x). 

g" (x) = [2x f (N = (2x7 f(x?) + 2x fA. 

Como [K] = f(x) (x?) = f'E) 2x, resulta 

90) = 2 f(x?) + 4xº f'00). 
Então, 

g"(2) = 2 f (4) + 16 f'(4) 

ou seja, 


g"(2)=52. m 
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EXEMPLO 12. A função diferenciável y = f(x) é tal que, para todo x € D,, 
xf(x) + sen f(x) = 4. 
Mostre que 


O) 


PO 
x + cos f(x) 


para todo x € D, com x + cos f(x) % 0. 


Solução 
[xf (x) + senf (x)]' = 4º. 
[xf] + [senf Col = 0. 
f(x) +xf (x) + [cosf (091: f(x) =0 
daí 
f(x) [x + cos f(x)] = -f (o, 
ou seja, 


E) 


PU) = —_ 
Xt Cos f(x) 


em todo x € D;com x + cos f (x) #0. m 


EXEMPLO 13. Seja y = x’, em que x = x(t) é uma função derivável até a 2.º ordem. 
Verifique que 


2 ” 
dy Sm d*x 
dt* dt dt“ 
Solução 
dd a de 
d dx dt 
ou seja, 
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— = 3x4 —. 
t t 
d?y d dx, d dx d (dx 
== — [3x? —] = — (312) — + 3x? HE 
dt dt dt dt dt dt \ dt 
Como 
d d dx dx d(dx 12x 
— (3x2) = — [3x2] Dr =. (=: 5 
d d dt dt dt \ dt dt* 
resulta 
dy dx dx d?x 
—=6x — — + 31? —= 
dt dt dt dt 
ou seja, 
d?Y cao (2) , d2x a 
dt? dt dt? 
Exercícios 7.11 
1. Determine a derivada. 
a) y = sen 4x b) y = cos 5x 
Je d) f(x) = cos 8x 
e) y = sen f P g (19) = In (2 + 1) 
PR dc gd h) f(x) = cos e 
i) y = (sen x + cos xy? Dy= y3x +1 
E —Sx 
DT) mjy=e * 
¿E 
E 
n)x = In (4 + 31 + 9) o) f (x) = e8* 
p) y = sen (cos x) q) 2 $) = (2 + 3)! 
r) f (x) = cos (e + 3) s) y =y z + e* 
t) y = tg 3x u) y = sec 3x 


2. Sejaf:R > R derivável e seja g(t) = f(t? + 1). Supondo f(2) = 5, calcule g 


(D. 

3. Sejaf: R > R derivável e seja g dada por g(x) = f(e”). Supondo f (1) = 2, 
calcule g'(0). 

4. Derive. 
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E Y 
a)y = xe b) y =€ cos 2x 


c)y = e *sen x d) y = e? sen3t 
e e! — pi 
Af = e +mQx+1) (1) = =—— 
. Dg ra 
cos 5x — 2 
> Wf =(e e y 
sen 2x 2 >. 
Dy=f pa Jew) = e n(l+ yx) 
I) y = (sen 3x + cos 2x)? m) y = ye” +e™ 
n) y = In (x + x? EL) 0). p= x? +evx 
p)y = xin (2x + 1) q) y = [In (+ DP 
r) y = In (sec x + tg x) s)y= cost 
"j 
cos x te”! 
i) f(x) = u) f (Ð = ——— 
i sen? x i In (3t + 1) 
Calcule a derivada segunda. 
a) y = sen 5t b) y = cos 41 
c) x = sen wt, w constante d)y= qa 
y) er 
UNE > ae 
el 
2 
2 x 
Sy=nq +1) h) y = 
M 
Dy=e *-e? j y=e *cos 2x 
x FI 
Dy- m) y = — 
» us - RG 
sen 3x —2x 
n) y= - 0) y = xe 
eY 
4x +5 
p) y = sen (cos x) q) J) = 
> raia 
l ) 
ds x2 
r) y = xex s) Y =— 
Fa dl 
=> | 2 Ln a EN » 9 
Hg A= ytt t3 u) y =x xx +2 


Seja g : R > R uma função diferenciável e seja f dada por f (x) = x g (x?). 
Verifique que 


PO) = ge) + 2xº g'(xº). 
Sejag:R > R uma função diferenciável e seja f dada por f (x) = x g (x^. 


Calcule f (1) supondo g(1) = 4 e g'(1) = 2. 
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8. Sejag: R > R diferenciável tal que g(1) = 2 e g'(1) = 3. Calcule f(0), sendo 
f dada por f(x) = e* g (3x + 1). 


9. Sejaf:R > R derivável até a 2.º ordem e seja g dada por g(x) = f(e?). 
Verifique que 


J") = 4e™ [f (e) + pç], 


19: Seja y = e™%. Verifique que i -Aren 
dx* 
ligas: A 2y 
Seja y = xe”. Verifique que EY 2 42 ER 
dx? dx 
12. : PE ~ d2y 
Determine a de modo que y = e” verifique a equação — — — 4y = 0. 
dx“ 
13. ; E ANOS. o OE: 
Determine a de modo que y = e* verifique a equação 27 — 3— + 2y = 0. 
dx* dx 


14. Seja y = e, em que a é uma raiz da equação À + aà + b = 0, com a e b 
constantes. Verifique que 
d?y ly 
— + pre by =0. 
dx? dx 


15. Seja g uma funcáo derivável. Verifique que 


a) [tg g(x)]' = sec? g(x) - g'(x) 

b) [sec g] = sec g(x) tg gx): g'(x) 

c) [cotg g(x)] = -cosec? g(x) - g'(x) 

d) [cosec g(x)]' = —cosec g(x) cotg g(x) - g'(x) 


16. Derive. 
a) y=tg3x 
b) y= sec 4x 


c) y=cotgx 
d) y= sec (tg x) 
e) y= secx’ 


f) y= el8 x2 
g) y= cosec 2x 
h) y=x tg 4x 


i) y= ln (sec 3x + tg 3x) 


D) y= e-x sec x 
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D y=(X+cotgx) 
m) y =x tg 2x 


17. Seja y = cos œt, œw constante. Verifique que 


1 dy 
TD 1%2+s5y=0 
dt dt 
Xx 
15. Seja y = . Verifique que 
E 
{2y ly 
aa pe 5 =2 2 
dx? dx 


20. Seja y = f (x) derivável até a 2.* ordem. Verifique que 


a y ” 
df » dy) dy » dºy 
E E e 


i ; ; —, 
dx \ dx J dx dx* 


21. Seja y = „|x? + 1. Verifique que 


Verifique que, para todo x em J, 


3 


f, 
dºy ) l 
A A A 


> 
dx“ 


23. Seja y = f (x) uma função derivável num intervalo aberto I, com 1 € I. 
Suponha f(1) = 1 e que, para todo x em I, f(x) = x + [f()P. 


a) Mostre que f'(x) existe para todo x em I. 
b) Calcule f'(1). 
c) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 1. 
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24 


25 


26. 


ZE 


. Seja y = y (r) derivável até a 2.º ordem. Verifique que 
Liy 2 dy ` ella 2y | SA + y? E j 
\dr J 1 


| 
“Seja y = — Fri em que x = x (t) é uma função definida e derivável em R. 
q? 


Verifique que, para todo t real, 
dy > dx 
— y —— 
dt dt 
+ a a a À 
Seja y = —, em que x = x (t) é uma função derivável num intervalo aberto I. 
Es 


lx a 
Suponha que, para todo tem I, x (1) +0e E = fa, P constante. Verifique que 


dt 
d 2y 88? 


Seja f uma função diferenciável e suponha que, para todo x € D; 3x? + x sen f 
as 6x + sen f(x) 
(x) = 2. Mostre que | ()= ———— 71,» para todo x € D, com x cos f 
x cos f(x) 


(x) £ 0. 


28. A função diferenciável y = f (x) é tal que, para todo x € D; o ponto (x, f (x)) é 


29 


solução da equação xy? + 2xy? + x = 4. Sabe-se que f(1) = 1. Calcule f(1). 


. Seja f : ]-r, r| > R uma função derivável. Prove 


a) Se ffor uma função ímpar, então f será par. 


b) Se ffor função par, então f será ímpar. 


30. 


Sejag: R > R uma função diferenciável tal que g(2) = 2 e g'(2) = 2. Calcule 


H'(2), sendo H dada por H (x) = g(g(g(x))). 


7.12. DERIVADA DE f (x) 


Sejam f e g duas funções deriváveis num mesmo conjunto A, com f (x) > O para 
todo x € A. Consideremos a função definida em A e dada por 


y= 0). 


Aplicando In aos dois membros obtemos 


e, assim, 


In y = g(x) In f (x) 
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y = es Onf, 


ou seja, 


f QI = gg fo), 


Então, 
[ro] = esto) In f(x) [e ln fo) 


e, portanto, 


[rœs] = OY [e(x) In f(x)] 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


a) y = x*. 
b) y = 3*. 


Solução 
a) x = e nx 

(ey = e (x ln xy = x (In x + 1), 
ou seja, 

(x9 =x* (1 + In x). 
b) 3x = e* >, 
(3x) = e M3 (x In 3). 
Como ln 3 é constante, (x ln 3) =x' In 3 = ln 3. Assim, 


(3) =3In3. m 


EXEMPLO 2. Seja a > 0, a % 1, constante. Mostre que, para todo x, 


(ay =a* lna. 


Solução 
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ar=e* Ina 
(a = e* Ina (x In a). 
Como (x ln a} = x' In a = In a, resulta 


a*¥=a*lna. E 


EXEMPLO 3. Seja a; uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0, 


(O) =0000 "1, 
Solução 
x= pa In x 
(ey = e In x (a In x). 
a 
Sendo a constante (a In x)' = a (In x) = —. Assim, 
E 
(y =". Lg ya! 
X 
EXEMPLO 4. Calcule a derivada. 
a)f (x)= x“? 
b) y = 8* + log, x. 
Solução 
Df (0 = 42 x12-1,x>0. 
b) Pela fórmula de mudança de base, 
log, x = In x. 
ii n 2 
Então, 
(8º + log, x)' = 8" In 8 + i 
E x In 2 


Exercícios 7.12 


1. Calcule a derivada. 
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2 ” 
o EX nX“ a 2X 
ajf x) = 5 + log, x b) y=? +3 


d2e()=3%+! + logo (2 + 1) d) y = (2x + 1) 
arrn Ar f (x)= (3+ cosx y 
g)y=xsenx Hyr a 
Dy=(1+ i)“, i constante D y= 10º — 10> 
D y = (Q + sen 3 ar m) y=ln(1 + x) 

3 y Y r 
my=f1+>] 0) y=" 

\ y 
Py =x Hn Y y=(1+x a 


2. Sejam fe g deriváveis em A, com f (x) > 0 em A. Verifique que, para todo x 
em A, 


LEQUE PT = fo) g'(x) In f(x) + 200 fL Fx). 
——— —————+ DDD l 
O © 


Observe: ® é a derivada de f (x)2%, supondo f constante; ®© é a derivada de f (xJ99, 
supondo g constante. 


3. Utilizando o resultado obtido no Exercício 2, calcule a derivada. 


” 


a) y =(x+2) by y = (14 e)" 
E 2 
c) y = (4 + sen 3x) d) y =(x +3) 
1) E) 
e) y=(B+m*" y= +1” 


7.13. DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO DADA IMPLICITAMENTE 


Consideremos uma equação nas variáveis x e y. Dizemos que uma função y = f(x) é 
dada implicitamente por tal equação se, para todo x no domínio de f, o ponto (x, f (x)) 
for solução da equação. 


EXEMPLO 1. Seja a equação x° + y” = 1. A função y=,1-x2 é dada 
implicitamente pela equação, pois, para todo x em [-1, 1], 


L+ (1-12) =1. 
Observe que a função y=-—ql- x? é, também, dada implicitamente por tal 
equação. 
E 
EXEMPLO 2. Determine uma função que seja dada implicitamente pela equação y? + 


xy-1=0. 


232 


Solução 


2 =xt x? +4 
y +rxy-1=0s3 pen 
A função 
=x + yx? +4 
=D x ER, 
' 2 
é dada implicitamente pela equacáo. É claro que 
| p) 
= Ax“ +4 ré 
y= Er ER, 


é outra função dada implicitamente por tal equação. E 


EXEMPLO 3. Mostre que existe uma única função y = f (x), definida em R, e dada 
implicitamente pela equação y? + y = x. Calcule f(0), f(10) e f(-2). 


Solução 


A função g(y) = y? + y é estritamente crescente em R (verifique), contínua, com 


lim (—+v=+0e lim (y> +y)=-— œ. Segue do teorema do valor 
y5+o y>-w ' 
intermediário que para cada x real existe ao menos um número y tal que 
O AE o 


Como g é estritamente crescente, tal y é o único número real satisfazendo ®©. A 
função f, definida em R, e que a cada x associa f (x), em que f (x) é o único real tal que 


FOP + f E) =x, 


é a única função definida em R e dada implicitamente pela equação. 


Cálculo de f(0) 
[fCO)? + f(O) = 0 = fO) [(KC0))* + 1] = 0; 
assim, 
HCO) = 0. 
Cálculo de f (10) 


[AC10)1? + f(10) = 10; 
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deste modo, f(10) é raiz da equação y? + y = 10. Como y = 2 é a única raiz, resulta 
[(10) = 2. 


Cálculo de f (-2) 


f(-2) é a única raiz da equação y? + y = —2. Assim, 
(2)=-1. m 


EXEMPLO 4. Seja y = f(x), x € R, a função dada implicitamente pela equação y? + y 
= x. Suponha que f seja derivável. 
| 
LAO +1 
b) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto (10, f(10)). 


a) Mostre que f(x) = 


Solução 


a) Como y = f(x) é dada implicitamente pela equação y? + y = x, segue que, para todo 
X, 


FOP +f09=x 
daí 
L FC + fw] Lo 
Assim, 
3AP + f= 
e, portanto, 


l 


Hia amea 
TO SFOR] 


Poderíamos, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente com a 
equação y? + y = x: 


d 3 d 
—[y + y]= —[x 
de y] k 
ou 
Es 49 l 
dx dx 
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1 ly > dy 
Como —[ y” ] a 3] Y = 3y2 2 vem 
1 dy dx dx 
3y2 dy + dy 
dx dx 
e, portanto, 
dy l 
dx 3y? +1 


b) A equação da reta tangente ao gráfico de f em (10, f(10)) é: 
y - f0) = f (10) (x - 10) 
f(10)=2 (veja exemplo anterior) 


ni 


(10) = ———— ' 
j 3[f A0] +1 13 


Substituindo na equação acima, obtemos 


Es (x — 10) ou y = Es x a 


y—2= — 
13 13 13 


EXEMPLO 5. A função y = f(x), y > 0, é dada implicitamente pela equação x? + y? = 
4. 


a) Determine f (x). 


b) Mostre que x + y = = (), para todo x no domínio de f. 
dx 


c) Calcule D. 
dx 


Solução 


2 2 | 2 
ar +y =4oy=*y4-—xº 


Como y > 0, resulta f(x) = 4-x2,-2<x<2. 


b) Para todo x no domínio de f 


d e) ” d 
y4 7 -ia an 


235 


Como — [ y4 ] = — ]— = 2y —, vem 
h dx {x 
És dam, E 
dx 
ou seja, 
dy 
ty = 
dx 
dy dy X . 
c) Dex + y — = 0 obtemos — = — —. Assim, 
dx dx y 
dy =x 
— = [>> pois, y= ,4-— x?, E 
dx 4 — xº 


T 


: E 5 T Š E 
Consideremos a equação sen y = x. No intervalo - | a função sen y é 


i 
2 2 
estritamente crescente e contínua. Assim, para cada x € [-1, 1] existe um único 


yE -Z Z tal que sen y = x. Pois bem, a função y = y (x) definida implicitamente 


- - 


T Ti, , 
| é denominada 


por essa equação e que a cada x € [-1, 1] associa y € -Z z 


" a a = T q 
função arco-seno e é indicada por y = arcsen x. Assim, para y E | ——, — |, 
2 2 


sen y = x © y = arcsen x. 


Observe que o domínio da função arcsen é o intervalo [-1, 1] e a imagem o 
; T T e l 
intervalo -Z zi No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arcsen x 


- 


supondo que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arcsen x é de fato 
derivável em ]-1, 1[.) 


1 , 
EXEMPLO 6. Supondo que y = arcsen x seja derivável em ]-1, 1[, calcule Ea 
dx 


Solução 


y = arcsen xo sen y = x| — 


Temos 
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daí 


dy 
(cos y) — = 
dx 


dy l T 
- — De 
2 


e, portanto, — = Vas 
dx cos y 


2 2 a T T | 
cos“ y+ sen y= leyE& l-z, z , segue cos y = 4/1 — sen? y. Lembrando que 
sen y = x, resulta 
dy l 
E =, 7 paxs] 
dx J1- x? 


Assim, 


; x , T T a ; 

Consideremos, agora, a equação tg y = x. No intervalo | Sa PR função tg y é 

estritamente crescente e contínua. Além disto, 

lim_tgy=+%e lim tgy=—º. Segue que para cada x € R existe um 
jas y>- 
> : > 

E — M T a cdo aid 
único y € ES a tal que tg y = x. A função y = y (x) definida implicitamente por 
pe : = TM T| , ; a 
essa equação e que a cada x € associa y E na — | é denominada função arco- 


2 
PE ; es T T 
tangente e é indicada por y = arctg x. Assim, para y € | Er . 
tgy=x=y=arctgx. m 
No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arctg x supondo que tal 


derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arctg x é derivável em R.) 


1 , 
EXEMPLO 7. Supondo y = arctg x derivável em R, calcule E 
dx 


Solução 


f T T Y 
y =arctgx=tgy=x mE Y 


pS — / 
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Temos 


daí 


2. dy 
(sec? y) — = |I 
1 


dx 
dy l j a 
e, portanto, — = 5 —+ Lembrando que sec*y = 1 + tg” y e tg y = x, resulta 
dx sec” y 
dy 1 
dx 1+x? 


Assim 


(arctg x)’ = - a 


EXEMPLO 8. Calcule a derivada 
1) y= x 

b) y= Yarcsen x 

Solução 


1) Você aprendeu na seção anterior como derivar tal função. Vejamos, agora, outro 
processo para derivá-la. 
y=x e]ny=x lnx (x> 0) 
o que significa que y = x“ é dada implicitamente por In y = x° In x. Temos 


d d 
— [ln y]= — [x In x 
dx Layi dx | l 


daí 
P , 


y | 
=> =3x? Inx +x. — 
y Xx 


ou seja, 
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y =y [Bx In x + x?]. 


Portanto, 


ty a » 
2 - xe Br“ Ina x? l 
dx 


f 2 E ~ j z 
) y=Yarcsenx Sy” =arcsenx. Assim, a função y=3arcsenx é dada 


implicitamente por y? = arcsen x. Temos 


daí 


Exercícios 7.13 


1. 


d 3 d 
— [ y” ] = — [arcsen x 
dx Ly] dx | l 
o dx l — xº 
seja, 
n Eo 
3 (arcsen x)? - 1 — x? m 


Suponha que y = f (x) seja uma função derivável e dada implicitamente pela 
equação 


xy +y+x=1. 


-1-[f(m7 


Mostre que f'(x) = 
2 GE 


em todo x € D¿com 2x f(x) + 1% 0. 


Determine uma função y = f (x) que seja dada implicitamente pela equação 

xy +ty+x=l. 

A função y = f (x) é dada implicitamente pela equação xy + 3 = 2x. Mostre que 
dy 


1 , 
x — =2-— y. Calcule = 


dx dx x=2 


ly ; z 
Expresse 2. em termos de x e de y, em que y = f (x) é uma funcáo 


dx 
diferenciável dada implicitamente pela equação 
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Di-y=4 
by+xy=x+4 
c) xy? + 2y=3 

d) y +y=x 

e) x?+4y?=3 

f) xy+y =x 
)x+y+2y=0 
h) xy + xy =2 

i) xæ + xy=3 

j) y+Iin(é+y5)=4 
D) 5y + cos y = xy 
m)2y + sen y =x 


A função y = f(x), y > 0, é dada implicitamente por x° + 4y? = 2. Determine a 
equação da reta tangente ao gráfico de f, no ponto de abscissa 1. 


“42 =1,no ponto (x, 
bo 


> 


Determine a equacáo da reta tangente a elipse 


a 


Yo) Yo É 0. 


Verifique que yox +x y = 2 é a equação da reta tangente à curva xy = 1 no 
ponto (Xo, Yo), Xy > O. Conclua que (Xo, Yo) é o ponto médio do segmento AB, 
em que A e B são as interseções da reta tangente, em (Xo, Yo), com os eixos 
coordenados. 


Suponha que y = f (x) seja uma função derivável dada implicitamente pela 
equação y? + 2xy” + x = 4. Suponha, ainda, que 1 € D; 


a) Calcule f(1). 
b) Determine a equacáo da reta tangente ao gráfico de fno ponto de abscissa 1. 


B] > 


A reta tangente à curva x3 + y3 =], no ponto (x, Yo), X > 0 e yo > 0, 
intercepta Os eixos x e y nos pontos A e B, respectivamente. Mostre que a 
distância de A e B não depende de (xo, yo). 


10. A reta tangente à curva xy — x? = 1 no ponto (Xo, Yo), Xy > 0, intercepta o eixo y 


11. 


no ponto B. Mostre que a área do triángulo de vértices (0, 0), (Xo, Yo) e B não 
depende de (Xo, Yo). 


A função y = f (x) é dada implicitamente pela equação 3y? + 2xy — x’ = 


Sabe-se que, para todo x € Ds f (x) > O e que f admite uma reta tangente T 
paralela à reta 5y — x = 2. Determine T. 
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7.14. dy 


INTERPRETAÇÃO DE de COMO UM QUOCIENTE. DIFERENCIAL 


a 
r 


é . dy : f : a . 
Até aqui, FA tem sido visto como uma simples notação para a derivada de y = f (x). 
dx 


PP- dy . . ur 
O que faremos a seguir é interpretar pa como um quociente entre dois acréscimos. 
dx 
Inicialmente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, em seguida, 


procuraremos uma interpretacáo para o acréscimo dy. 
Sabemos que f(x) é o coeficiente angular da reta tangente T, no ponto (x, f (x)), e 
dy z A PR 
que de = f'(x). Se olharmos, então, para dy como o acréscimo na ordenada da reta 
dx 


a dy vá 
tangente T, correspondente ao acréscimo dx em x, teremos de = f'(x). 
dx 


dy y 
— =f (x)= tg a 


dx 


ou 


dy = f(x) dx 


Observe que 


Ay =f (x + dx) - f (x) 


é o acréscimo que a função sofre quando se passa de x a x + dx. O acréscimo dy pode 
então ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o erro “Ay — dy” 
que se comete na aproximação de Ay por dy será tanto menor quanto menor for dx. 

Fixado x, podemos olhar para a função linear que a cada dx € R, associa dy € R, 
em que dy = f(x)dx. Tal funcáo denomina-se diferencial de f em x, ou, simplesmente, 
diferencial de y = f(x). 


EXEMPLO 1. Seja y = x”. Relacione Ay com dy. 
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Solução 


Assim, a diferencial de y = x? é dada por 


Por outro lado 


Ay = (x + dx)? — x? 


(x + dxy 
l Ay - dy 


ou seja, 


Ay = 2x dx + (dx)? 


e, portanto, Ay — dy = (dx)?. Observe que, quanto menor for dx, mais próximo estará dy 
de Ay. m 


EXEMPLO 2. Seja A = nr”. Calcule a diferencial de A = A (r). Interprete. 


Solução 
J 
ei Ar) = 27. 
dr 
A diferencial de A = nr? é dada por 
dA = 27r dr. 
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Interpretação 


A = nr? é a fórmula que nos fornece a área de um círculo em função do raio r; dA = 
2nr dr é então um valor aproximado para o acréscimo AA na área A correspondente ao 
acréscimo dr em r. 


Observe que AA é a área da região hachurada e que dA = 2nr dr é a área de um 
retângulo de comprimento 27r (27r é o comprimento da circunferência de raio r) e 
altura dr. Vamos calcular o erro que se comete na aproximação 


(1) AA = 27r dr. 


AA = n(r + dr)? — nr? = 27r dr + n (dry? 
daí 
AA - dA = t (dry. 


Deste modo, o erro que se comete na aproximação (D é igual a x (dry, que é a área 
de um círculo de raio dr. E 


EXEMPLO 3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o 
acréscimo Ay que a função y = x? sofre quando se passa de x = 1 a 1 + dx = 1,001. 
Calcule o erro. 
Solução 

A diferencial de y = x”, em x, é: 


dy = 2x dx. 
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ju = 2dx 


Emx=1 


dy = 2dx. 


Como dx = 0,001, resulta que 
dy = 0,002 
é um valor aproximado para o acréscimo 
Ay = (1,001) - 1°. 


O erro que se comete na aproximação Ay = dy é igual a 0,000001. Observe que 1 
+ dy = 1,002 é um valor aproximado para (1,001)°, com erro iguala 10º. m 


EXEMPLO 4. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para ą/1,01. 
Avalie o erro. 


Solução 


Consideremos a função y = «/x. Primeiro vamos calcular dy para x = 1 e dx = 
0,01. 


Temos: 


Emx=1, 


dy = — dx. 


2 


0,01 ans f Ñ 
Portanto, dy = = dia 0,005 para dx = 0,01. Assim, 1 + dy = 1,005 é um valor 


aproximado (por excesso) de ./1,01. Como 1,004 é um valor aproximado por falta 
((1,004)? < 1,01) segue que 


11,01 = 1,005 


com erro, em módulo, inferior a 0,001. m 


Exercícios 7.14 


1. 


Calcule a diferencial. 


a) y= x 

b) y =x -2x 
c) y= — 
Dy= x 


SejaA=P2,1>0. 


a) Calcule a diferencial. 
b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximação de AA por 


dA. (Olhe para A = I° como a fórmula para o cálculo da área do quadrado de 
lado 1.) 


4 
Seja V = E mr ,r>0, 


a) Calcule a diferencial. 
b) Interprete geometricamente dV. (Lembre-se de que V é o volume da esfera 
de raio r e que 4rr? é a área da superfície esférica de raio r.) 
Seja y = x° + 3x. 


a) Calcule a diferencial. 


b) Calcule o erro que se comete na aproximacáo de Ay por dy. Interprete 
graficamente. 


7.15. VELOCIDADE E ACELERAÇÃO. TAXA DE VARIAÇÃO 


Suponhamos que uma partícula se desloca sobre o eixo x com função de posição x 
= f(t). Isto significa dizer que a função f fornece a cada instante a posição ocupada pela 
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partícula na reta. A velocidade média da partícula entre os instantes t e t + At é 
(+ At) f , 
A em que Ax = ft + At) — f(t) é o 

At 
deslocamento da partícula entre os instantes t e t + At. A velocidade da partícula no 
instante t é definida como em que a derivada (caso exista) de f em t, isto é: 


definida pelo quociente 


dx Es 
v(1)= —==f'(0. 
dt 


Assim, pela definição de derivada, 


x (t+ AD f(t 
v(t)= lim Pdo DIN 
A1>0 At 


A aceleração no instante t é definida como em que a derivada em t da função v = v (t): 


Pela definição de derivada, 


v(t + At) — v(t 
a(t)= lim APA 
At > 0 At 


à v(t + At)— v(t). a om a 
O quociente pda e a é a aceleração média entre os instantes te t + At. 


At 


EXEMPLO 1. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante t a 
posição x é dada por x = t?, t > 0, em que x é dado em metros e t em segundos. 

1) Determine as posições ocupadas pela partícula nos instantes t = 0, t= 1et=2. 

7) Qual a velocidade no instante t? 

2) Qual a aceleração no instante t? 


1) Esboce o gráfico da função de posição. 


Solução 


{x E 
) Es 2t. A velocidade no instante t é v (t) = 2t (m/s). 
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= — = 2 A aceleração no instante t é 


a (t) = 2 (m/s?) 
A aceleracáo é constante e igual a 2. 


d) xd 


EXEMPLO 2. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante t a 
posição x é dada por x = cos 3t, t > 0. Suponha x dado em metros e t em segundos. 


1) Determine as posições ocupadas pela partícula nos instantes t = 0, 
T T T 27 
t = TFET) ) t eme — , É = — € t — — 
6 3 2 


7) Qual a velocidade no instante t? 
2) Qual a aceleração no instante t? 


T) Esboce o gráfico da função de posição. 


Solução 


-1 0 1 
== 
a = = 
= t 6 i 


A partícula executa um movimento de “vaivém” entre as posições —1 e 1. 


J) dx _ —3 sen 3t ou v (t) = -3 sen 3t (m/s). 
dt 

2) d2x 

” 


dt“ 
Observe que a aceleração é proporcional à posição, com coeficiente de 


= —9 cos 3t ou a (t) = -9 cos 3t (m/s°). 
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de 
proporcionalidade —9, isto é, E E = —9x. 


dt 


EXEMPLO 3. Um ponto move-se ao longo do gráfico de y = x° + 1 de tal modo que a 
sua abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (cm/s). Qual é, quando x = 4 
(cm), a velocidade da ordenada y? 


Solução 
Façamos, por um momento, x = g(t) e seja ty O instante em que x = 4, isto é, g(t) = 


me , , dy 
4. O que se quer então é a velocidade da abscissa y no instante tọ, ou seja, — 


dt t = lo 
Como y = x? + 1, pela regra da cadeia, 
d dy dx, d 
dt dx dt — dt 
dx „ dy 
Como — = 3, — = 6x. Como x = 4 para t = tọ, resulta 
dt dt 
dy 
— = 24 (cm/s). 
dt |! = to Bäi 
Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada y será 24 (cm/s). 
, Mc GTA TO). Ee ia 
Seja a função y = f(x). Arazão —————————— é a taxa média de variação 


de fentre xe x + Ax. A derivada de f, em x, é também denominada taxa de variação de 


ly 
f, em x. Referir-nos-emos a ça como a taxa de variação de y em relação a x. 
dx 
Seja Ay = f(x + Ax) — f(x); para Ax suficientemente pequeno 


Ay = f(x) Ax. 


Assim, para Ax suficientemente pequeno, a variação Ay em y é aproximadamente f 
(x) vezes a variação Axemx. E 


EXEMPLO 4. O raio r de uma esfera está variando, com o tempo, a uma taxa 
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constante de 5 (m/s). Com que taxa estará variando o volume da esfera no instante em 
que r = 2 (m)? 


Solução 


. dV 
Seja tọ O instante em que r = 2. Queremos calcular —— . Sabemos que 


t = to 
V= mes Pela regra da cadeia 
dV _ dV dr 
dt dr dt 
/ a E 
Como av = “e dr = 5, resulta 
dr dt 
TV 
É = 207r2. 
dt 
dV 3 . 
Para t = ty r = 2; logo, T pa = 807 (m”/s). No instante em que r = 2, o 
a = 4) 


volume estará variando a uma taxa de 807 (m/s). m 


EXEMPLO 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4x? + y? = 1. Sabe-se que as 
coordenadas x (t) e y(t) de P são funções definidas e deriváveis num intervalo T. 
Verifique que 


dy _ 4x dx 
dt v dt 
em todo t € I, com y (t) 4 0. 
Solução 
1 1 
É [4x2 + y2]=L (1) 
( dt 
Como 
dt dx dt dt dt dy dt dt 
resulta 
8x +2 y =0 
dt dt 


e, portanto, 
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em todo t € I, com y (t)# 0. m 


EXEMPLO 6. A função x = f(t), t € I, é derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto I 
e seu gráfico tem o seguinte aspecto 


x A 


þ -— e a 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f'(t) < 0 em I ou f'(t) > 0 em I? 


Solução 


Vamos pensar cinematicamente. À medida que o tempo aumenta, a partícula, em 
intervalos de tempos iguais, percorre espaços cada vez maiores, o que significa que a 
velocidade está aumentando, logo, é razoável esperar que a aceleração seja positiva em 
I, ou seja, f'(t) > O em I. 


Exercícios 7.15 


1. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 3 + 2t — 
2 
t, t20. 


a) Qual a velocidade no instante t? 
b) Qual a aceleração no instante t? 
c) Estude a variação do sinal de v (t). 
d) Esboce o gráfico da função de posição. 
2. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição 


250 


a) Determine a velocidade no instante t. 
b) Qual a aceleração no instante t? 
c) Esboce o gráfico da função de posição. 


A posicáo de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x depende do 
tempo de acordo com a equação x = — + 3%, t>0. 


a) Estude o sinal de v (t). 
b) Estude o sinal de a (t). 


c) Calcule lim (=P +3). 
t => + 
d) Esboce o gráfico da função x = t+ 3t, t> 0 


Seja x = f(t), t > 0, tal que f(0) = 1, = siet 


> 0 para t 2 0. Como você 


” 


( dí” 
acha que deve ser o gráfico de f ? Por qué? 


A função x = f(t), t € I, é derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto I e seu 
gráfico tem o seguinte aspecto 


x À 


 -í- 0 


| 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f'(t) < O ou f'(t) > 0 em I? Por quê? 


Seja x = f(t), t 2 0, tal que f(0) = 1 e (1) = 2. Suponha, ainda, que ie > () para 


a a di 
d*x a A 
(20% <0para0<1<1e << >0 para t> 1. Como você acha que deve 
dt” . dt^ 
ser o gráfico de f Por quê? 


Seja KÐ = É + 3ť. 
a) Estude o sinal de f (t). 
b) Estude o sinal de f'(t). 


Ê 3 2 E 3 2 
c) Calcule lim (+30) lim (+30). 
t5 + a 


d) Utilizando as informações acima, esboce o gráfico de f. 
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8. 


f 
Seja f(t) = 5 i 
+4 


a) Estude o sinal de f (t). 
b) Estude o sinal de f'(t). 


: t É f 
c) Calcule lim >—— e lim 5 ; 
t>o+o 144 t+% ti +4 


d) Utilizando as informações acima, esboce o gráfico de f. 
A posição de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x varia com o 


E 0 e r £ 
tempo segundo a equação x = E I-e )t=0, em que vy e k são 


constantes estritamente positivas. 


a) Qual a velocidade no instante t? 

b) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “a função é estritamente 
crescente”. 

c) Qual a aceleração no instante t? 

d) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “o gráfico da função tem a 
concavidade voltada para baixo”. 


. vo =P 
e) Calcule lim Dq — e™*. 
t — +% 


f) Esboce o gráfico da função. 


10. A equação do movimento de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x 


11 


12. 


13. 


éx=elsent,t>0. 
a) Determine a velocidade e a aceleração no instante t. 
-1 
b) Calcule lim e sent. 
t > +o 


c) Esboce o gráfico da função. 
d) Interprete tal movimento. 


. Um ponto P move-se sobre a parábola y = 3x? — 2x. Suponha que as 


R soz {x 
coordenadas x (t) e y (t) de P são deriváveis e que F + 0. Pergunta-se: em 
tt 


í 
que ponto da parábola a velocidade da ordenada y de P é o triplo da 
velocidade da abscissa x de P? 


Eis l 
Um ponto P move-se ao longo do gráfico de y = T z de tal modo que a 
E 
sua abscissa x varia a uma velocidade constante de 5 (m/s). Qual a velocidade 
de y no instante em que x = 10 m? 


Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy = 4 de tal modo que a velocidade 


, dy z : 7 
de y é — = ß, f constante. Mostre que a aceleração da abscissa x é 
í 
d2x p? i 
= EA 
dt 8 
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14. Um ponto move-se ao longo da elipse x? + 4yº = 1. A abscissa x está variando 


. dx 
a uma velocidade — = sen 41. Mostre que 
dt 


dy x sen 4f dy sen? 4t + 16xy2 cos 4t 
Gie gE y bj a e 


dt 4y dt? 16y? 


15. Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia x? + y? = 5, y > 0. Suponha 


dx . z l 
É > 0. Determine o ponto da curva em que a velocidade de y seja o dobro da 


dt 
de x. 


16. Uma escada de 8 m está encostada em uma parede. Se a extremidade inferior 
da escada for afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2 (m/s), 
com que velocidade a extremidade superior estará descendo no instante em 
que a inferior estiver a 3 m da parede? 


17. Suponha que os comprimentos dos segmentos AB e OB sejam, 
respectivamente, 5 cm e 3 cm. Suponha, ainda, que O esteja variando a uma 


l f f T 
taxa constante de = rad/s. Determine a velocidade de A, quando é = Eu rad. 


yA -— 


0 (x, 0) 


18. Enche-se um reservatório, cuja forma é a de um cone circular reto, de água a 
uma taxa de 0,1 m3/s. O vértice está a 15 m do topo e o raio do topo é de 10 
m. Com que velocidade o nível h da água está subindo no instante em que h = 
5m. 


19. O ponto P = (x, y) está fixo à roda de raio 1 m, que rola, sem escorregamento, 
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sobre o eixo x. O ângulo O está variando a uma taxa constante de 1 rad/s. 
Expresse as velocidades da abscissa e da ordenada de P em funcáo de 6. 


X 


20. Um ponto P move-se sobre a parábola y° = x, x > 0 e y > 0. A abscissa x está 
variando com uma aceleração que, em cada instante, é o dobro do quadrado 
da velocidade da ordenada y. Mostre que a ordenada está variando com 
aceleração nula. 


21. Dois pontos P e Q deslocam-se, respectivamente, nos eixos x e y de modo que 
a soma das distâncias de P a R e de R a Q mantém-se constante e igual a e 
durante o movimento, em que R = (0, h) é um ponto fixo. (Veja a figura a 
seguir.) 


ly lx 
Relacione a velocidade 3 de Q com a velocidade E de P. 
dt dt 


7.16. PROBLEMAS ENVOLVENDO RETA TANGENTE E RETA NORMAL AO GRÁFICO DE 
UMA FUNÇÃO 


Seja f uma função derivável em p. Já vimos que, por definição, f (p) é o coeficiente 
angular da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa p e que 


y = fp) = fP) (x= p) 


é a equacáo da reta tangente em (p, f(p)). 


254 


A reta que passa por (p, f(p)), e que é perpendicular á reta tangente acima, 
denomina-se reta normal ao gráfico de f em (p, f(p)). Se f(p) + 0, a equação da reta 
normal no ponto de abscissa p será 


er 


. | 
TID e = = An): 
J Pp) 


Lembrete. Você aprendeu na geometria analítica que, se y = mx + ne y = m,x + n} são 
retas perpendiculares, então os seus coeficientes angulares satisfazem a relação 


l 
mm, = —1 ou Mm =——. 
m 


Assim, como f(p) é o coeficiente angular da reta tangente em (p, f(p)), a reta 


normal, neste ponto, terá coeficiente angular “PD desde que f(p) 4 0. Se f(p) = 0, 
p 


a equação da reta normal em (p, f(p)) será x = p. 


Er Toa ha 
J’ p) = 0 


reta normal 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = x? — x. Determine as equações das retas tangente e normal 
no ponto de abscissa 0. 


Solução 


Reta tangente no ponto de abscissa 0: 


y ~ fO) = f0) (x= 0) 


[ f(0) = 
1f'G0) = ci > f(0)=-1. 


Substituindo na equação acima vem 
y-0=-1(x-0)ouy=-x 


Assim, y = —x é a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto de abscissa O. Reta 
normal no ponto de abscissa O: 


y-f0)= — 


(x — 0). 
) 


Como f(0) = 0 e f(0) = —1, resulta 
y =X 
que é a equação da reta normal no ponto de abscissa 0. E 


EXEMPLO 2. Seja f (x) = 2x + 1. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de 
fno ponto de abscissa 3. 


Solução 
A equação da reta tangente em (3, f(3)) é: 
y=H3)=[0)(x—3) 


[ f6) =7 
WO) =2 = f'8)= 


Assim, y — 7 = 2 (x-— 3) ou y = 2x + 1, é a equação da reta tangente em (3, f(3)). 
Observe que a reta tangente ao gráfico de f em (3, f(3)) coincide com o gráfico de f !! 


33 


Observação. A nossa definição de reta tangente não exige que a reta tangente “toque 
a curva num único ponto. E 


EXEMPLO 3. r é uma reta que passa por (1, —1) e é tangente ao gráfico de f (x) = xº — 
x. Determine r. 


Solução 
Supondo que r seja tangente ao gráfico de fem (p, f(p)), a equação de r será 
y-fp)=f(p)(x-p) 


| f=- pP 
1) = 3p? -1 
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e, portanto, y — p° + p = (3p* — 1) (x — p). O problema, agora, consiste em achar p. 
Como r passa por (1, -1) (observe: x = 1 > y =-1) 


1 =p*p=(8p"=1)(1=p) 
ou 


2p? - 3p?=0 


. 3 
e, assim, p = 0 ou p = EK Portanto, a equação de r será 


- 


f 3, (3) f 3 \ 
v—f(0)=f' (0) (x— 0)ouy =f | 5 | =f' | 5 | | x—> | 
Láa) JUAS Po, 
ou seja, 
23 27 
y= —x ou y = — x — —. 
| 4 4 


Pelo ponto (1, —1) passam duas retas que são tangentes ao gráfico de f. 


EXEMPLO 4. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = x? + 3x e 
paralela à reta y = 2x + 3. 


Solução 


Supondo que a reta procurada seja tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa p, 
sua equação será 


y- fp) = f(p) (x — p). 
Pela condição de paralelismo, devemos ter 


f(p)=20u2p+3=2 
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e, portanto, p = — 


ou 


ou seja, 


Exercícios 7.16 


Es 


. À equação da reta pedida será então 


to | — 


5 Í k 
+ 5=2(2+5] 
l - 2 


Determine as equações das retas tangente e normal ao gráfico da função dada, 
no ponto dado. 


m ? . 
a) f(x) = x — 3x, no ponto de abscissa O 


DF) = Yx, no ponto de abscissa 8 


c) g (x) = —, no ponto de abscissa 1 


l ; 
d) g (x) =x + —, no ponto de abscissa 1 
x 


Seja f (x) = x). Determine a equação da reta que é tangente ao gráfico de f e 
J quaç q g g 


paralela à reta y = 5* +3. 


- 


Sabe-se que r é uma reta tangente ao gráfico de f (x) = x? + 3x e paralela à reta 
y = 6x — 1. Determine r. 


Determine a equação da reta que é perpendicular à reta 2y + x = 3 e tangente 
ao gráfico de f (x) = x° — 3x. 
Sabe-se que r é uma reta perpendicular à reta 3x + y = 3 e tangente ao gráfico 


de f (x) = xº. Determine r. 


A reta s passa pelo ponto (3, 0) e é normal ao gráfico de f (x) = x? no ponto (a, 
b). 


a) Determine (a, b). 
b) Determine a equação de s. 
Sabe-se que r é uma reta que passa pela origem e que é tangente ao gráfico de 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


f(x) =x + 2x? — 3x. Determine r. 


Determine todos os pontos (a, b) sobre a curva y = x! + 2x? — 2x2 + 8x + 12 
tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela à reta 8x — y + n = 0. 


Determine todos os pontos (a, b) sobre o gráfico da função dada por y = 4x? + 
x? — 4x — 1 tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela ao eixo x. 


Sabe-se que r é uma reta que passa pelo ponto (0, 2) e que é tangente ao 
gráfico de f (x) = x°. Determine r. 

Determine a equação de uma reta, não vertical, que passa pelo ponto | 0, 
que seja normal ao gráfico de y = x’. 


Determine todos os pontos (a, b) de R° tais que por (a, b) passem duas retas 
tangentes ao gráfico de f (x) = x°. 


Sejam A e B os pontos em que o gráfico de f (x) = x° — ax, a real, intercepta o 
eixo x. Determine a para que as retas tangentes ao gráfico de f, em A e em B, 
sejam perpendiculares. 


Determine f para que y = fx — 2 seja tangente ao gráfico de f (x) = xº — 4x. 

Sabe-se que r é uma reta tangente aos gráficos de f (x) = -x° e de 
p 

g(x) = E + x”. Determine r. 


7.17. EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 


1. 


Calcule, pela definição, a derivada da função dada, no ponto dado. 


a)f (x)= = emp=2 b) g (x)= y2x+ 1 emp=0 
” 
C) y = sen mxem p = 1 Af x= e% emp=0 
l 
x?/2 sen z sex+*o 
e) 8 (x) = | em p=0 few) = x? +x emp= Il 
| 0 sex=0 
z — 
2)y = cosx emp=0 h)y = J1+ yx emp =1 
i) y = x“ emp = 1 (Sugestão. Veja Exemplo 3-6.3.) 


Calcule a derivada 
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ay=y1+ Jx b) y = ln (3x + y + 0x2) 


c)y=x 5* d) y = (2 + sen xy 
|1 + sen x 2 
e)y=l ABRE fx= e” sen3t 
y I= sen x 
a m 
dm Fl 
g) s = tln — h)y = 
s qx +1 
3 
ý Se x tg 3x 
E) p= > DIO = da = X 
(t? +1)? x“? +4 
X 
l + tg = esec x 
Dy = In e m) g (x) = - 
l — tg — x 
2 
E l 2 
ny= e” 0) y = = te x + In cosx 
| E 3 
-x+ +x 1 — y? 2(4 + 33/x)(2 — 3/w)2 
py=In|2 Ê x É -N q) y = ( YX) ( NX ) 
JESSE X 5 
93% —3—3t n m 
r) s= aca zar s) f(x) — In Ea C 
2 es l+senyx 
f) y = e * (cos 3x — sen 3x) u) y = > cote? 5x + In sen 5x 


Expresse ay em termos de x e de y, em que y = y (x) é uma função derivável, 
dx 
dada implicitamente pela equacáo dada. 
a) y? + sen xy = 1 
b) & + xy =x 
c) y +x= y 


d)x cos y +y cos x =2 


Seja y = f (x) definida e derivável num intervalo contendo 1 e suponha que f 
seja dada implicitamente pela equação y? + x?y = 130. Determine as equações 
das retas tangente e normal ao gráfico de f, no ponto de abscissa 1. 
Determine uma reta que seja paralela a x + y = 1 e que seja tangente à curva x? 
+ xy + y” =3. 

Determine uma reta que seja tangente à elipse x? + 2y? = 9 e que intercepta o 


eixo y no ponto de ordenada a 
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10. 


11. 


12, 


13. 


14. 


15. 


3 VE. 


P z f X Y f y | 
; é tangente à curva | — | + | — | =2 no 
xo yo LXO / LYO / 


x y 
=4+2=? 
Mostre que a reta E 


ponto (Xo, Yo). 


Determine uma reta paralela a x + y = 1 e tangente à curva y? + xy + x? = 0 em 
um ponto (Xo, Yo), com x, < 0 e y, < 0. 


Os lados x e y de um retângulo estão variando a taxas constantes de 0,2 m/s e 
0,1 m/s, respectivamente. A que taxa estará variando a área do retângulo no 
instante em quex=Imey=2m? 


A altura h e o raio r da base de um cone circular reto estáo variando a taxas 
constantes de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estará variando o 
volume do cone no instante em que h = 0,5 m e r = 0,2 m? 


O volume V e o raio r da base de um cone circular reto estão variando a taxas 


, dh 

constantes de 0,1 7 m/s e 0,2 m/s, respectivamente. Expresse E em termos 
dt 

de r e h, em que h é a altura do cone. 
Num determinado instante, as arestas de um paralelepípedo medem a, b, c (m) 
e, neste instante, estão variando com velocidades v,, vp, e v, (m/s), 
respectivamente. Mostre que neste instante o volume do paralelepípedo estará 
variando a uma taxa de v, bc + av,c + abv, (m/s). 


O raio r e a altura h de um cilindro circular reto estão variando de modo a 
manter constante o volume V. Num determinado instante h = 3 cm e r = 1 cm 
e, neste instante, a altura está variando a uma taxa de 0,2 cm/s. A que taxa 
estará variando o raio neste instante? 


Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de 
profundidade nas extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja 
formado por dois planos inclinados. Despeja-se água na piscina a uma taxa de 
0,3 m3/min. Seja h a altura da água em relação à parte mais profunda. Com 
que velocidade h estará variando no instante em que h = 1 m? 


T 
Num determinado instante 9 = — e está variando, neste instante, a uma taxa 


E | 
de 0,01 radiano por segundo (veja figura). A que taxa estará variando o 
ângulo a neste instante? 
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16. 


17. 


18 


19. 


20 


21 


22 


23 
24 


A des anotadas da 
Com relacáo ao exercício anterior, supondo a SES TT, expresse — em 
19 Z dt 
j 
termos de ĝ e —, 
dt 


Considere as funções dadas por y = ax” e y = -x° + 1. Determine a para que os 
gráficos se interceptem ortogonalmente. (Os gráficos se interceptam 
ortogonalmente em (Xp, Yo) se as retas tangentes aos gráficos, neste ponto, 
forem perpendiculares.) 


- Determine a para que as circunferências x° + y? = 1 e (x — a) + y°= 1 se 
interceptem ortogonalmente. 


Mostre que, para todo a, as curvas y = ax” e x? + 2y? = 1 se interceptam 
ortogonalmente. 


. Suponha f : R > R derivável e considere a função dada por y = x? f(x? + 1). 


ly ) 2 
a) verifique que =XxfÊ +1) +2 FE + 1) 
ax 


b) Expresse ey em termos de f(2) e f (2) 
dx|x= 1 

- Seja Y a função dada por q) (x) = x? + 1. Calcule. 

a) POC) 

b) ($ ($ (O) 


. Calcule ġ'(ġ (x)) sendo q dada por 
a) P (x) = sen x 


l 
b) & (x) = E 
c) $ &) = 1n + 1) 
d d (x) = pa 


. Para cada q) do exercício anterior, calcule ($ ($ (x))). 


. Dé exemplos de funções À que satisfazem a condição Q* ($ (x)) = (P ($ (x))) 
', para todo x no domínio de q. 
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25. Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com função de posição 
X= COS 3t. 


a) Verifique que a aceleracáo é proporcional a posicáo. 
b) Calcule a aceleração no instante em que a partícula se encontra na posição 
| 
x= — 


ar 


26. Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com função de posição 
| 


21+1' 
a) Verifique que a aceleração é proporcional ao cubo da posição. 


b) Qual a | aceleração no instante em que a partícula se encontra na posição 
A = à) 79 ? 


27. Seja f: R > R derivável até a 2.º ordem e seja h dada por h (t) = f(cos 3t). 
a) Expresse h"(t) em termos de t, f(cos al e de f'(cos 3t). 


fia —|=3 


b) Calcule h” [= 9 | admitindo que f (5 =4e Fl 


28. Suponha que y = y (t) seja uma funcáo derivável tal que para todo t no seu 
domínio = = =ty 2 


dt 
a) dy 
Expresse 2=— em termos de t e de y. 
dt? 
1“y 
Calcule —=-|. _ , supondo que y (1) = 1 
dt* (= 
29. Seja y = y (x) definida e derivável num intervalo I e tal que, para todo x em I, 
1 
Y = x + sen y. 
dx 
dy 
dx: 
By 


( E T 
Calcule ==> - admitindo que y (0) = —. 
dx? |x=0 4 


30. Seja f: R > R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, 
f x) +4fx)=0. 


Mostre que, para todo x, 


d 
— [f'(x) sen 2x — 2 cos 2x f (x) ] = 0. 


dx 
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Sejam f: R > R derivável até a 2.º ordem e h dada por h (x) = ff (x)). 
` Verifique que, para todo x, h" (x) = Ff) (PQ) + FEN F. 


32. Considere o polinômio 


31 


P (x) = Ap + Ar (X — Xp) + A; (X — Xo}? + A; (X - Xp)? 
em que Ap, A4, A>, Az e xp são números reais fixos. Mostre que 


À P" x » p” (x 3 
P (x) = P (xp) + P (Xp) (x — xp) + A (x— xp) + — H (x — xp) . 
33. Considere o polinômio P (x) = a, + a,x + a,x? + azx” em que ap, a,, a, e a; são 
reais fixos. Seja xy um real dado. 
a) Mostre que existem constantes Ap, A,, A, e Ay tais que 
P (x) = Ap + A; (x — Xo) + Ao (x — Xo)? + Az (x — Xp)”. 


(Sugestão: Faça x = (x — Xp) + Xp.) 


b) Conclua que 


O  P@)=P(x9) +P' (x0) Œ -— x0) + 


P "( Xo a p" (xo) , 
SeU ) “+ r 9 E Xp) . 
21 3! 


(x — Xp) 


(Dizemos que ® é o desenvolvimento de Taylor do polinômio P (x) em 
potências de x — x,.) 


34. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = xº + 2x + 3, em potências 
de (x — 1). 


35. Generalize o resultado do Exercício 33. 


36. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = xf - 3x? +x + 1 em 
potências de 
a)x-2 
b)x+1 
37. Sejam P (x) e Q (x) polinômios tais que P (xp) = 0, Q (Xo = 0 e Q'(xo) 4 0. 
Mostre que 
à P(x) P' (xo) 
lim = —=—. 
x> xo Q(x) O (xo) 


(Sugestão: Desenvolva P (x) e Q (x) em potências de x — x, e simplifique.) 


38. Sejam P (x) e Q (x) polinômios tais que P (xo) = P' (Xp) = 0, Q (Xo) = Q “(x9) = 
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39, 


40. 


41. 


4 


N 


43. 


44. 


45. 


P(x) = P” (xo) 


0 e Q” (x) #0. Mostre que lim es - Generalize. 
Q” o) q x>x Q(x) Q" (xo) 
Utilizando os Exercícios 37 e 38, calcule. 
a) lim añ +2 b) lim dle Ae DU 
x>1 xI — x x>1 x10 — 9x2 + 8x 
: x +3x+4 : x4 — 2x? +2x-1 
x>-1x"+3x+2 x-1 xº — 6xº + 8x? — 3x 
Sejam f e g deriváveis em p e tais que f(p) = g(p) = 0. Supondo g'(p) * O, 


mostre que 


lim J) PAN, 
x>p g(X) g (Pp) 


Utilizando o Exercício 40, calcule. 


¿EE 
y ls In (x +1) À ET = 
a) lim === b) lim  ——————— 
x>0 x^ +sen x da TER ERE 2 
> 
ls 5 lA 
e im =s d) lim Mi: Mi sd Era 
x>—1 sen Tx” 250 dn(xº+ x +) 
9 
am a AP E 
e +x-—1 úl sen (sen 7x 
e) lim ES. Y f) lim „Aon senar) 
x>0 e** + x? — 1 x5192- 4x — 3x2 


. Seja f definida em R e derivável em p. Suponha f (p) > O. Prove que existe r > 


0 tal que 
f(x) > f (p) em lp, p + rl 


fœ <f (p) emp — r, pl. 


(Sugestão: Lembre-se da definição de derivada e utilize a conservação do 
sinal.) 


Seja f definida e derivável em R e sejam a e b raízes consecutivas de f. 
Mostre que 


f(a) - f(b) < 0. 


Suponha f derivável no intervalo I. Prove que se f for estritamente crescente 
em I, então f (x) > O em I. 


Suponha f derivável em [a, b] e tal que f(a) - f(b) < O. Prove que existe p em 
Ja, b[ tal que f (x) < f(p) para todo x em [a, b] ou f (x) > f(p) para todo x em [a, 
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46. 


47. 


48. 


49. 


b]. Interprete geometricamente. 


Suponha f derivável em [a, b] tal que f(a) - f(b) > 0 e f(a) = f(b). Prove que 
existem x,, x, € Ja, b[ tais que, para todo x em [a, b], f (x1) < f (x) < f (x). 
Interprete geometricamente. 


Seja f: R > R uma função tal que quaisquer que sejam x e t 
IFC) ftO|s|x-tIÉ 
Calcule f(x). 


Sejam fe g definidas em R, com g contínua em 0, e tais que, para todo x, f (x) 
= x g(x). Mostre que f é derivável em 0. 


Suponha f definida em R, derivável em O e f(0) = O. Prove que existe g 
definida em R, contínua em 0, tal que f (x) = x g(x) para todo x. 
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8 


FUNÇÕES INVERSAS 


8.1. FUNÇÃO INVERSA 


Dizemos que uma função f é injetora se, quaisquer que sejam s e t no seu domínio, 


sit=f(s)*f(0). 


Observamos que se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, entáo f 
será injetora. 

Suponhamos, agora, que f seja injetora e que B = Im f. Assim, para cada x € B 
existe um único y € Dstal que f) = x. 


Im f 


Podemos, então, considerar a função g, definida em B, e dada por 


g()=y=f()=x. 


Tal função g denomina-se função inversa de f. 
Observe que a função inversa y = g (x) é dada implicitamente pela equação f (y) = 


Se f for uma função que admite função inversa, então diremos que f é uma função 
inversível. Observe que se f for uma função inversível, com inversa g, então g também 


será inversível, e sua inversa será f. 


EXEMPLO 1. A função f (x) = x°, x > 0, é estritamente crescente em [0, + [, logo, f 
é inversível. A sua inversa é a função g, definida em [0, +00 [= Im f, e dada por 


g)=y=f0)=x. 


Para expressar y em funcáo de x procedemos assim: 


a À 
fyj)i=roy=rxoy="vx (yxeR,). 
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A inversa de f (x) =x),x > 0, é a função g (x) = yx, x = 0. 


Os gráficos de fe de g são simétricos em relação à reta y =x. m 


Observacáo. Suponhamos que f admita inversa g. Temos 


(a, b) E G; b =f (a) e a = g (b) e (b, a) EG, 


ou seja, 
(a, b) € G;® (b, a) E G}. 
Quando (a, b) descreve o gráfico de f, (b, a) descreve o gráfico de g. Como (a, b) e 


(b, a) sáo simétricos em relação à reta y = x, resulta que os gráficos de f e de g são 
simétricos em relação à reta y = x. 


y=x 


EXEMPLO 2. A função f (x) = e“, x € R, é estritamente crescente, logo inversível. 
Sua inversa é a função g (x) = ln x, x > 0, pois 


lnx=y® el =x (xe y reais, com x > 0). 
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g (x)=Inx 


TM T 
EXEMPLO 3. (Função arco-seno). A função f (x) = sen x, xE T. é 


estritamente crescente, portanto inversível, e sua imagem é o intervalo fechado [-1, 1]. 
A inversa de f é a função g (x) = arc sen x (leia: arco-seno x), x € [-1, 1], dada por 


arc sen X= y = sen y = X 


a E T T 
com x € [-1,1]e y € -7 z 
l 2 2 


ds s| o m 
Gráfico de f(x) = sen x, x € ES, 


EXEMPLO 4. (Função arco-tangente). A função f (x) = tg x, xE l-z, zi, é 


- pa 


estritamente crescente, portanto inversível, e sua imagem é R. Sua inversa é a função g 
(x) = arc tg x, x € R, dada por 
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arctgx=yStgy=x 


em que xE Re y € Hã a 
2 2 


Exercícios 8.1 


1. Calcule. 

a) arc sen 1 b) arc sen > c) arc sen a 

d) arc tg 1 e) arc tg (—1) farc tg 43 

g) arc sen (-5) h) arc sen (—1) i) arc tg (— 43 ) 

6 3 3 13 

J) arc sen E I) arc tg EA m) arc tg 2 
2. Verifique que 

a) cos (arc sen x) = Vi — x? b) sec (arc tg x) = Vi + x? 


3. Calcule. 
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2 
3 
a) cos [are sen >] b) cos ar sen qo | 
9 


ds Y 


E 
vo 
c) cos [are sen |- ) d) sec (arc tg 1) 
\ L 2 
T y aT x T T 
e) arc sen (sen x), em que —— S x S — f) arc tg (tg x), em que =— < x < — 
) ) i ) ) 
£) arc sen | sen | (Cuidado!) h) arc sen (sen 377) 


27 
co, 
f Sar y 
1) arc sen | sen — 
p] 
y ES 


A A =, T T 
j) arc sen (sen x), em que x = 2km + x,kinteiroe x € 2, z| 


4. Seja fuma função inversível com inversa g. Mostre que 
a) f (g (x)) = x para todo x € D, 
b) g (f (x)) = x para todo x € D, 
5. Prove que a função f (x) = arc sen x, x € [-1, 1], é contínua. (Veja Exercício 
12.) 
6. Prove que a função f (x) = arc tg x, x € R, é contínua. (Veja Exercício 12.) 
7. Seja f dada por f (x) = xè. 
a) Mostre que f é inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de f e de g 
8 RRT . | 
' Qual a função inversa de f(x) = —? 
x 
à a aê 
9. Qual a função inversa de f(x) = E i ? 
s 
= A 
14, Seja f(x) = : - 


a) Mostre que f é inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de fe de g 


11. Seja f(x) = x + e*. Mostre que f é inversível e esboce os gráficos de fe de sua 


inversa. 


12. Seja f uma função cujo domínio e imagem são intervalos. Prove que se f for 


estritamente crescente (ou estritamente decrescente), então f será contínua. 
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13. Seja f(x) = x + e* e seja g sua inversa. 


a) Prove que o domínio e a imagem de g são intervalos. 
b) Prove que g é estritamente crescente. 
c) Prove que g é contínua. (Sugestão: Utilize o Exercício 12.) 


14. Prove que, se f for definida, contínua e injetora no intervalo I, então f será 
estritamente crescente ou estritamente decrescente. 


8.2. DERIVADA DE FUNÇÃO INVERSA 
Seja f uma função inversível, com inversa g; assim, 
f (g (x)) = x para todo x € D, 
Segue que para todo x € D, 


LÍCg Go) =x 


ou 


[FOW = 1. 


Se supusermos f e g diferenciáveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1.º 
membro da equação acima: 


f 0 xg ()=1 


ou 


l 
8") = = Para todo x E D, 
J (e (x)) 


que é a fórmula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de 


f. 


Observação. Observe atentamente as notações 


f (g 09) e [fg N: 
f (g (x)) é o valor que a derivada de f assume em g (x), enquanto [f (g (x) = f (g (x)) 


g' (x). 
O próximo teorema conta-nos que, se f for inversível e derivável e se sua inversa g 
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for contínua, então g será derivável em todo p de seu domínio em que f (g (p)) 4 0. 


Teorema. Seja f uma função inversível, com função inversa g. Se f for 


derivável em q = g (p), com f (q) 4 0, e se g for contínua em p, então g será 
derivável em p. 


Demonstração 
AA BS À RI 
x-p few- fem) LEON- Hg) 


g(x) — g(P) 


Fazendo u = g (x), pela continuidade de gem p, u > q para x > p. Então, 


lim 80)” 81p) _ lim A A 
x>p *— p u>q J(u)— f4) 


u—q 


fuy- fg) 


Como lim = f'(q) = f'(e (p)), resulta 
u>q u—q 
À i x) — 2p l 
g (p) — lim 8(x) — 8(p) — ERR 
x>p mp f (g(p)) 
Portanto, g é derivável em pe g(p) = ——. 
Ff (g(p) 
EXEMPLO 1. (Derivada do arco-seno). A função arc sen é contínua e é a inversa de 
f(x) = sen x, x € PE tif | Temos 
2 2 
; | | 
©) arc sen'x = ——— = 


f'(arc sen x) cos (arc sen x) 


o T OT 
pois f’ = cos em -Z E | De 


— 


2 f. 
[cos (arc sen x)]? + [sen (arc sen x)]* = 1 
KE + 


A 


segue 
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[ cos (arc sen x) ] = 1 — x? 


| T T 
e, portanto, cos (arc sen x) = 4/1 — x?, uma vez que arc sen x € A. z| 


Substituindo em (D resulta 


a l 
arc sen x = ——, -=-1<x<l. 


j Y 
J1- x? 


Outro processo para se obter a derivada de y = arc sen x. Esta função, como sabemos, 
T: n A Ñ 
é dada implicitamente pela equação sen Y = X, “ta JAS Pi Temos, então, 


d d 
m tea y] =o 


A dy 
Daí, [cos y] E = ] e, portanto, 
dx 


ty l 

ci EEN Mm 

dx COS y 2 2 
ou seja 

dy l 

— = = USE |, 

dx fas, y? 


(Veja Exemplo 6 da Seção 7.13.) E 

Vejamos como fica a fórmula de derivação de função inversa na notação de 
Leibniz. Seja y = g (x) a inversa da função dada por x = f (y) (observe que sendo g a 
inversa de f, temos: y = g (x) = x = f(y)). Então, 


dx °- flex) dx 
dy 


ou 
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em que pl Ra = f'(v) | deve ser calculado em y = g (x). 
dy ldy “o 


Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notação de Leibniz: 


T T 
y=arctgxex=tgy, comxE Re ia > 
Entáo, 
dy EV 1 | a A 
dx dx secs Lg | + x4 
dy 
EXEMPLO 2. Determine a derivada. 
a) y = arc sen x? 
b) f (x) = x arc tg 3x. 
Solução 
dy Ez ala l 
a) — =arcsen X: (x) = -= 2x 
dx y 1 — (x= e 
ou seja, 
d 2) 2y 
— [arc sen x ] = — à 
dx ajl > x! 
; ; dy ! 
Poderíamos, também, ter calculado pa da seguinte forma: 
dx 
y = arc sen u no qual u = x? 
dy d du | 
— = — [arcsenu]:—=>-——— «2x 
dx du x l- u2 
ou seja, 
dy 2x 
dx all = x4 


2) Como f(x) = x arc tg 3x vem: 
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f(x) = 1 : arc tg 3x + x [arc tg 3x]". 


3 
Mas, [arc tg 3x]' = arc tg’ (3x) + (3x)' = ————. 
E j 1 + (3x)? 
Assim, 
PG TE ME 3x 
x) = arc tg 3x + ———. 
` é | + 9x? 


Observação. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte 
forma: 


d d du 
[arc tg 3x] = [arc tg u] —, em que u = 3x; 
dx u dx 


assim 


| 
e 
| 


1 
[arc tg 3x] = baa [arc tg 3x] 
dx 


Exercícios 8.2 


1. Determine a derivada. 


a)y = x arc tg x 

b) f (x) = arc sen 3x 

c) g (x) = arc sen x? 

d) y = arc tg x? 

e) y = 3 arc tg (2x + 3) 


f) y = arc sen e 
g) y = e% arc sen 2x 
sen 3x 
k) y = —— 
arc tg 4x 
i) y= x? garc tg 2x 
, x arc tg x 
p y = — 
cos 2x 


D y = e + In (arc tg x) 
e * arc tge? 


tg x 


m) f(x) = 


2. Seja f(x) =x + e* e seja g a inversa de f. Mostre que g é derivável e que 
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$ 


g' (x)= = (Sugestão: Veja Exercício 13-8.1.) 
esy 


Seja f (x) = x + e* e seja g a função inversa de f. Calcule g' (1) e g" (1). 
Seja f(x) =x +lnx, x > 0. 


a) Mostre que f admite funcáo inversa g, que g é derivável e que 
g(x) 

l + g(x) 

b) Esboce os gráficos de f e de g 

c) Calcule g (1), g' (1) e g" (1) 


2") = 


Seja f(x) = x + x°. 


a) Mostre que f admite função inversa g 
b) Expresse g' (x) em termos de g (x) 
c) Calcule g' (0) 


(Função arco-cosseno). A função f (x) = cos x, O < x < m, é inversível e sua 
inversa é a função g (x) = arc cos x, -1 <x <1. 


a) Calcule arc cos' x 
b) Esboce o gráfico de g 


E pus e T LA . a 
(Função arco-secante). A função f (x) = sec x, U=x< — é inversível e sua 


2 
inversa é a função g (x) = arc sec x, x > 1. Calcule arc sec' x. 


Verifique que. 
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- 


1 > 
a)— |xarcte x——In(1+ x*)|= arc te x 
[vane ig => (ace 


1 
x ya? + 4x-4 
d [2712 +6x —1 l —3x ] l 
e) E —3ar sen e oa Oo 
dx x 6x x? 27x? + 6x —1 
1 [2 23-x | 
Ds = arc tg | ; 9 |= 
dx| N3 V 3(x — 2) 


xa /5x =6-= 1? 

1 9 | 9 2 IX 

8) — | — x (Oxº — 2) 44 — 9x7 + — arc sen — 
dx 136 


3x CA 
= | =x? q4- 9x? 


278 


9 


ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


9.1. TEOREMA DO VALOR MÉDIO (TVM) 


O objetivo desta seção é apresentar o enunciado de um dos teoremas mais 
importantes do cálculo: o teorema do valor médio (TVM). A demonstração é deixada 
para o Cap. 15. 


Teorema do valor médio (TVM). Se f for contínua em [a, b] e derivável em Ja, 
bl, então existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


D f(b) — f(a) 


=f(c) ou f(b) — f(a) = f (c) (b — a). 
b=a 


Geometricamente, este teorema conta-nos que se s é uma reta passando pelos 
pontos (a, f (a)) e (b, f (b)), então existirá pelo menos um ponto (c, f (c)), com a < c < 
b, tal que a reta tangente ao gráfico de f, neste ponto, é paralela à reta s. Como 

By — f (6) Et ir À > 
AE é o coeficiente angular de se f (c) o de T, EP =f'(c). 
a jo a 


Vejamos, agora, uma interpretação cinemática para o TVM. Suponhamos que x = f 
(t) seja a função de posição do movimento de uma partícula sobre o eixo 0x. Assim, 
f(b) — f(a) 

p—a 
TVM conta-nos que se f for contínua em [a, b] e derivável em Ja, b[, então tal 
velocidade média será igual à velocidade (instantânea) da partícula em algum instante 
c entre a e b. 

As situações que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipóteses “f contínua 


será a velocidade média entre os instantes t = a e t = b. Pois bem, o 
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em [a, b] e fderivável em Ja, b[” sáo indispensáveis. 


f não é derivável em p; não f não é contínua em [a, b]; não 


existe c verificando (1). existe c verificando (1). 


Antes de passarmos à próxima seção vamos relembrar as seguintes definições. 
Sejam f uma função e A um subconjunto do domínio de f. Dizemos que f é 
estritamente crescente (estritamente decrescente) em A se, quaisquer que sejam s e t 
em A, 


s<t=fís)<fO  (Hs)>f(0). 


Por outro lado, dizemos que f é crescente (decrescente) em A se, quaisquer que sejam s 
etemA, 


s<t=f(s)<f(0 (fs) =f(0). 
9.2. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO 


Como consequência do TVM temos o seguinte teorema. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo T. 


a) Se f(x) > O para todo x interior a I, então f será estritamente crescente em I. 
b) Se f(x) < O para todo x interior a I, então f será estritamente decrescente em I. 


Demonstração 


a) Precisamos provar que quaisquer que sejam se tem I, s < t > f (s) < f (t). Sejam, 
então, se tem I, coms <t. 


RR US j 
Ss b a t $ 


Da hipótese, segue que f é contínua em [s, t] e derivável em ]s, t[; pelo TVM existe 
x € ]s, t[ tal que 
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FO-f05=Ff()(- s). 
De f(x) > 0, pois y está no interior de I, e de t— s > 0 segue 


FÑoO-=f(s5)>0 ou f(s)<f(0. 


Portanto, 
Ys, tELs<t= f(s)<ft. 


b) Fica como exercício. E 
(Observação: x interior a I significa que x € I, mas x não é extremidade de 1.) 


EXEMPLO 1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f (x) = 
xX? — 2x2 + x + 2, Esboce o gráfico. 


Solução 


f(x) = 3x2 — 4x + 1 


3x2 - 4x+t1i=06x=loux= 


w | = 


Então, 


| 
f'(x)>0 emj-o, A [e em]l, +œf[ 


ro <0 em 1 IL 


| + - + 
S _____ —_  _________— 
| 


(variação do 
sinal de f’) 


La] mm 


Como f é contínua, segue do teorema anterior que 


ei l 
f é estritamente crescente em ]-0, FÉ e em [1], +o0[ 


TE ; | 
| f é estritamente decrescente em E El, 
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LESA E 


f 


mp 


Antes de esboçar o gráfico de f vamos calcular os limites de f para x > +œ e x > —00, 


i 32 3 2. EU 
im [2 +x+2]= lm x 11=—+—+-|= 0 
x> +o sda x x2 = 
3 2 
im [=D +42] == 
X=- —00 
Gráfico de f 


EXEMPLO 2. Seja f(x)= HE Estude f com relacáo a crescimento 
A 


decrescimento. Esboce o gráfico. 


Solução 


O 3x2 + 2x1 
X) = —— nR. 
; (1+ 312 y 


Como (1 + 3x?)? > 0 para todo x, o sinal de f é o mesmo que o do numerador. 


3% +2r-1=0Sx=-—loux= - 
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+ = + (variação do 
sinal de f’) 


f 


W| = 


f 


-1 


3 |== 


EN | 
f é estritamente crescente em ]-c0, -1] e em E ta 


A aia | 
f é estritamente decrescente em E É al 


Temos 
P 1-1 
f Xxº =X . X l 
lim ETE = lim == = 3 
x>+0 IX x>+0 — + 3 ` 
e de 
. x?2— x l 
lim ———— =-. 
x>-0 1 + 3xº 3 
Gráfico de f 


l 

3 
1 
6 
0 
0 


a 
EXEMPLO 3. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de 
f 


fue = 


. Esboce o gráfico. 
1 


Solução 


D;= {x ER |x#+1} =R - (-1, 1). 
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Entáo, 


Sf'(x) >0 em ]-o, —1[ e em ]—1, O[ 
1f'(x)<0 em ]0,1[ e em Ji, +01. 


Segue que 


[f é estritamente crescente em ]-%, —1[ e em ]—1, 0] 
iy é estritamente decrescente em [ 0, 1[ e em Jl, +01. 


Cuidado: f não é estritamente crescente em ]-oo, 0]!!! 


Temos 


lim 5 = lim = | 
x>+00 Xº — RP | 
3 
à 
y2 
lim > =. 
x5-0 xº —1 


Os limites laterais de f em 1 e -1 fornecem-nos informações sobre o 
comportamento de f nas proximidades de 1 e —1. Vamos então calculá-los. 
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s l x l 
lim — = lim = +% : — = +% 
EST MO — A, aa x +1 2 
x? l 
lim — =-0:-—=-—00 
E XxX — 2 
2 > i 
i > . l y l 
lim > = lim . = +0 a = —00 
tit Xxº — x>- x+1l x-—1 2 
=» 
xo | 
lim 5 = —0 (=>) = +00 
EE e 2 


EXEMPLO 4. Suponha f" (x) > 0 em Ja, b[ e que existe c em Ja, b[ tal que f (c) = 0. 
Prove que f é estritamente decrescente em Ja, c[ e estritamente crescente em Jc, bl. 


Solução 


f é estritamente crescente em Ja, b[, pois, f” (x) > 0 em Ja, b[. Assim, 


FU(x)< f'(c)=0 em la, cl 
F ()>f'(c)=0 em lc, bi. 


Segue que 


[ f é estritamente decrescente em Ja, c[ 
Vf é estritamente crescente em Jc, bl. 
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E = Li (Uf (c) = 0) 


e A 


EXEMPLO 5. Prove que g (x) = 8x) + 30x” + 24x + 10 admite uma única raiz real a, 
com -3 <a < -2. 


Solução 


Vamos estudar g com relação a crescimento e decrescimento. 


g' (x) = 24x? + 60x + 24 


a 
24x + 60x + 24 = 0 & x = —2 ou x = —— 


ba 


, + — + 
g 
-2 = 
8 
=J AT 
-W 9 . » 
Como g a a > 0, g estritamente decrescente em |—2, ui e 


l | 
estritamente crescente em | — —, +00] , segue que g (x) > O para todo x > —2. Por outro 


lado, como | m.. 8 (x) = “2€ £ estritamente crescente em ]-oo, —2], resulta que g 


admite uma única raiz neste intervalo. Tendo em vista que g (-3) = -8 e g (-2) > 0, 
segue que a única raiz está contida no intervalo [-3, —2]. 
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EXEMPLO 6. 


1) Mostre que, para todo x > 0, e* > x. 


N 


XxX 


> 


) E 
) Mostre que, para todo x > 0, e* > 


2X 


) Conclua de (b) que lim = +0, 


x>o mo X 


Solução 


1) Consideremos a função f (x) = e” — x. Temos 


f (0) = 1. 
Se provarmos que f é estritamente crescente em [0, +oo[, seguirá que, para x > 0, 
er=x>1>00ue*>x. 
Como f(x) = e*— 1, para x > 0 
f(x) > 0 


e, portanto, f é estritamente crescente em [0, +oo[. 
” 


) Seja y (x) = e* — ——.. Temos 


- 


g (x)= e*-x. 


Pelo item (a) g' (x) > O para todo x > 0. Assim, g (x) é estritamente crescente em [0, 
+oo[; como g (0) = 1, segue que para todo x > 0 
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É; 


bs 


x xX P 
e rs ou e > 


= 


>) Pelo item (b), para todo x > 0 


Como lim = +9, resulta 


x>+0 


lim = +00, 
xo o X 


Para x > +o, e* tende a +% mais rapidamente que x. E 


Vamos mostrar, a seguir, que, para x > +o0, e* tende a +œ mais rapidamente que 
qualquer poténcia de x. 


Seja a > 0 um real dado. Observamos que 


x ry 
, > , E e" 
lim = lim = lim = +00, 
xX>+0 -* x>+0 X u=>+0o au 
Pr 
a 
Temos, agora, 
Ra a 
X > 0 
lim = lim = lim u = +œ 
x>o+.. X x>+%0 U=>% 
Assim, 
x 
lim = +% (a > 0) 
x= + X 


Para x > +o, e* tende a +œ mais rapidamente que qualquer potência de x. 


EXEMPLO 7. Suponha g derivável no intervalo aberto I = ]p, ql, com g' (x) > 0 em I, 


etalque lim , 80) = 0. Nestas condições, prove que, para todo x em I, tem-se g (x) 
x=>p 
0 
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Solução 


Consideremos a função G, definida em [p, ql e dada por 


à [e(x) sex Elp, « 
G(0=10 se x lt 11 


Como g é derivável no intervalo aberto I, g é contínua neste intervalo. Logo, G é, 
também, contínua em /. Por outro lado 


lim G(x)= lim g(x)=0= G(0) 


x>p x= pf 


ou seja, G é contínua em p = 0. Logo, G é contínua em [p, ql. Para x € I, G'(x) = g'(x) 
> 0. De G (p) = 0, segue G (x) > 0 para todo x € I, ou seja, g (x) > O para todo x € 
Lom 

Na Seção 9.4, vamos estabelecer as regras de L*Hospital, que são ferramentas 


poderosas e que se aplicam ao cálculo de limites que apresentam indeterminações dos 

0 œ l : . 

tipos — e —. Para demonstrar tais regras, vamos precisar dos dois exemplos que 
0 œ 


apresentaremos a seguir. 


EXEMPLO 8. Sejam f e g duas funções deriváveis no intervalo aberto I = Jp, ql, com 
g'(x) > 0 em 1, e tais que 


lim f(x)=0 e lim g(x)=0. 


x> pt x> p* 


Suponha, ainda, que existam constantes a e f tais que, para todo x € I, 


eC) a : 
a < TR < B. Nestas condições, mostre que, para todo x em I, tem-se, também, 
S AX 
a 
a < Ji) < B. 
g(x) 
Solução 


Pelo exemplo anterior, temos, para todo x € I, g (x) > 0. Por outro lado, para todo x 
em l, 


0 


É g'(x) 


<B>acsg' ()<Ff'()<Bg'(x). 


Segue que, para todo x em I, 


(1) ag -f'n 
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e 


Q) Be'(0-f'(9>0. 
De lim [ag()-f(9]=0, lim [Bg(0)—f()]1=0,e de De O segue 
x> pf x> pt 


ag(x)=-fœ@)<0 e Pg) -f&œ)>0 


para todo x em I. Logo, para todo x em 1, 


E f(x) 


< B. a 
g(x) 


EXEMPLO 9. Sejam f e g deriváveis no intervalo aberto I = Im, pl, com g' (x) > 0 em 
I, e tais que 


lim f(x)=+%e lim g(x)= +o. 
x> p x> p 
Suponha, ainda, que existam constantes œ e fp tais que, para todo x em 1, 
f'(x) 
E SS 


g'(x) 
]m, pl, tais que, para todo x € ]s, pl, 


< B. Nestas condições, mostre que existem constantes M, N e s, com s € 


M P L N | 
gx) g(x) g(x) 


Solução 


De lim g(x)= +% segue que existe s € ]m, pl tal que, para todo x € ]s, pl, 
x> Pp 
tem-se g (x) > 0. Por outro lado, para todo x € I, tem-se 


a g' (x) =- f(x) <0 


Bg x)= fx) > 0. 


Segue que, para todo x € ]s, p[, tem-se 


a g (x) = fœ) <a g (s) = f (s) 


Pg =f x) > P g (s) = f(s) 
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Fazendo M = f(s)- «a g (s), N = f (s) — P g (s) e lembrando que g (x) > O em I, resulta, 
para todo x € Js, pl, 


E N 
g(x) g(x) g(x) 


Exercícios 9.2 


1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gráfico 
(calcule para isto todos os limites necessários). 


a)f (x) = é -32+1 b) f(x) = +22 +x+41 
| 2. 1 
CO) =a += dy=x" + — 
x x 
i g E 
a e DIO) = 3º — 5x? 
x“ 
2)x = d h) x = f 
142 14 
2 
Dx=2-e” Dy= e" 
| 
> 2x xX E 
DIA) S= e” —e m) g (t) = el 
, x —-x2 +41 À 3x2 + 4x 
n) $ (x) = — o) F) — 
x ER" 
x ` 4 3 2 
PLE fx = -x FA — 4x +2 
a e* x2-x+1 
Df) = — s) g (x) = Er 
Xx 2 (x —1) 
À In x q 
t) f (x) = — u) g (1) =x-—e 


X 


2. Prove que a equação xº — 3x” + 6 = O admite uma única raiz real. Determine 
um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz. 


3. Prove que a equação x? + x? — 5x + 1 = 0 admite três raízes reais distintas. 
Localize tais raízes. 


4. Determine a, para que a equação 


xX +3x?-9x+a=0 


admita uma única raiz real. 
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5. Calcule. 


,X x3 
a) lim b) lim 
x- +00 Xx x— 100. € 
| | 
c) lim xex d) lim xex 
x= 0+ x> 07 
In x cê er 
e) lim f) lim 
x>. o x x>+0 In x 


6. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gráfico 
(para isto, calcule todos os limites necessários). 
er 


af) = —s 
x 


b) fO)=xInx 


X 


c) g (x) = 
2 In x 


d) g(x)=x",x>0 


7. Seja 


a) Calcule f (0), pela definição 
b) Determine f 
c) Esboce o gráfico, calculando, para isto, todos os limites necessários 


8. Seja n > 2 um natural dado. Prove que x" — 1 >n (x — 1) para todo x > 1. 


(Sugestão: Verifique que f (x) = [x" — 1] — n (x — 1) é estritamente crescente em 
[1, +oo[..) 


9. Prove que, para todo x > 0, tem-se 


)e'>x+1 
a 


b) č>1l1+x+ — 
á 


- 
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10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


a xX 
a) cosx > 1 — — b)senx >x— 
E 31 


- ul. 


11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


3 5 

) X Xx 
a)senx E x= — + — 
3! 5! 


s x3 x5 
b) O < senx— |x— < — 
3! 5! 


(Sugestão: Utilize o item (b) do Exercício 10 e o item (a) acima.) 


12. a) Mostre que, para todo x > 0, 


x— — + — — —<senx 


b) Mostre que, para todo x % 0, 


3 5 

Xx X 
E a E. ds 
3! 5! 


Generalize tal resultado. 


7 
dl 


== 


13. Suponha que f tenha derivada contínua no intervalo I e que f nunca se anula 
em I. Prove que f é estritamente crescente em I ou estritamente decrescente 


em. 
14. Seja f(x) =2x— À fe: +3,x€ R. 


a) Verifique que f é contínua em R 
b) Verifique que f(x) # 0 em R 


c) Tendo em vista que f (0) > 0, conclua que f é estritamente crescente 


(Sugestão: Veja Exercício 13.) 


15. Seja fuma função tal que f” (x) > O para todo x em Ja, b[. Suponha que existe 
c em la, b[ tal que f” (c) = f (c) = O. Prove que f é estritamente crescente em 


la, bl. 


16. Suponha f derivável no intervalo aberto I. Prove que, se f for estritamente 


crescente em J, então f (x) > O para todo x em I. 
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Suponha f derivável no intervalo I. A afirmação: “f é estritamente crescente 
- em Í se, e somente se, f(x) > O em 1” é falsa ou verdadeira? Justifique. 


18. Suponha f derivável no intervalo I. Prove: f crescente em I = f(x) > 0 em I. 


(Lembrete: f se diz crescente em I se quaisquer que sejam s e t em I, s < t => f 


(s) <f(D.) 
19. Sejam f, g duas funções deriváveis em Ja, bl, tais que f(x) < g' (x) Y x em Ja, 
b[. Suponha que exista c em Ja, b[, com f (c) = g (c). Prove que f (x) < g (x) 
para x > c e f (x) > g (x) para x < c. 


9.3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXÃO 


Seja f derivável no intervalo aberto I e seja p um ponto de I. A reta tangente em (p, 
f (p)) ao gráfico de f é 


y=f(0)=P (p)(x=p) ou y=f(9)+f p) (x- p). 


Deste modo, a reta tangente em (p, f (p)) é o gráfico da função T dada por 


T (x) =f (p) + f (p) x = p). 


Definição 1. Dizemos que f tem a concavidade para cima no intervalo aberto I se 


[09 >T() 


quaisquer que sejam xe p em I, com xá p. 


Definição 2. Dizemos que f tem a concavidade para baixo no intervalo aberto I se 
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FO)<TO) 


quaisquer que sejam x e p em I, com xá p. 


Definição 3. Sejam fuma função e p € D, com f contínua em p. Dizemos que p é 
ponto de inflexão de f se existirem números reais a e b, com p € Ja, b[ C D, tal 
que f tenha concavidades de nomes contrários em Ja, p[ e em Jp, bl. 


p é ponto de inflexáo de f p é ponto de inflexáo de f 


(ponto de inflexão oblíquo) (ponto de inflexão horizontal) 


Teorema. Seja f uma função que admite derivada até a 2.º ordem no intervalo 
aberto I. 


a) Se f' (x) > 0 em I, então f terá a concavidade para cima em I. 


b) Se f' (x) < 0 em I, então f terá a concavidade para baixo em I. 


Demonstração 


a) Seja p um real qualquer em I. Precisamos provar que, para todo x em J, x % p, 


FO) > T(x) 
em que T (x) = f (p) + f (p) (e = p). 


Consideremos a função g (x) = f(x) — T (x), x € I; vamos provar que g (x) > O para 
todo x em I, x % p. 
Temos 
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18 
Fi 


daí 


g' (x) =f(x) -f (p), x EI. 


Como f" (x) > 0 em I, segue que f é estritamente crescente em I. Então, 


fg'(x)>0 para x > p 
lg'(1)<0 para x< p. 


Segue que g é estritamente decrescente em (x € I | x < pj e estritamente crescente 
em (x € I | x > p}. Como g (p) = 0, resultado 


g (x)> 0 
para todo x em J, x % p. 


b) Fica a seu cargo. E 
x? 
EXEMPLO 1. Seja f(x) = e 2 , Estude f com relação à concavidade e determine 
os pontos de inflexão. 


Solução 


E 
Jenne + 
| E 
Fe 2, 


x? 


Comep 2 > () para todo x, o sinal de f” (x) é o mesmo que o de x° — 1. 
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- - é 
f" i , , (variação do 


-1 1 sinal de f”) 
f U N U (concavidade 
A A 
-i 1 de $) 


f"(x)>0 em ]-o,—1[ eem ]1, +0[ 
f"(x)<0 em ]-1 1[ 


entáo, 


f tem a concavidade para cima em ]-%,—1[ eem ]l,+>o[ 
f tem a concavidade para baixo em ]—1, 1[ 


Pontos de inflexão: -1e 1. m 


5 
x 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f(x) = e 2. 


Solução 
x? 
E , A 
f'()=-xe 2 td 
0 
i ge Ne 
0 
>) E + = + 
Jf” œ= l)e 2 f 
—1 1 
f U n U 
A A 
| 1 
Pontos de inflexão: —1 e 1. 
9 9 
E EA nd 
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EXEMPLO 3. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo aberto I e seja p € I. 
Suponha que f’ (p) = 0, f” (p) + 0 e que f” seja contínua em p. Prove que p é ponto de 
inflexáo. 


Solução 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f" (p) > 0. Como f” é contínua em p, pela 
conservação do sinal, existe r > O (que pode ser tomado de modo que ]p — r, p + rl 
esteja contido em 1) tal que: 


f"()>0em Jp=r,p+rl. 
Segue que f” é estritamente crescente em Jp — r, p + rl. Então, 


[f"(p)=0 


| f” estritamente crescente em ]p — r, p + rl 
implica 


[f"(x)<0 em ]p—r, pl 


[f"()>0 em ]p, p+rl 


logo, p é ponto de inflexáo. 


[f” (p) = 0) 


EXEMPLO 4. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto I e seja p € I. 
Suponha f' contínua em p. Prove que f' (p) = O é condição necessária (mas não 
suficiente) para p ser ponto de inflexão de f. 


Solução 
Se f' (p) 4 0, pela conservação do sinal, existe r > O tal que f’ (x) tem o mesmo 


sinal que f' (p) em Ip — r, p + rl, logo p não poderá ser ponto de inflexão. Fica 
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provado, assim, que, se p for ponto de inflexáo, deveremos ter necessariamente f” (p) 
= 0. Para verificar que a condição não é suficiente, basta olhar para a função f (x) = x4 : 
f' (0) = 0, mas O não é ponto de inflexão. E 


Exercícios 9.3 


1. Estude a função dada com relação à concavidade e pontos de inflexão. 


m 3 2 » 3 2 
fe) =x — Y” — 9x FO) =2-"=x”"=4x +1 
À -gy A 
Afa =x eA dx()=t + - 
t 
y? 
sy —9y 4 X” 
driay=e*-e? Deo) = —— 
O = 
x | ea 
g)y = z hf =l- e” 
T 
E In x ar 13 
DIO) — — pf- FOEN 
X 
5 4 y3 
Dg (x) = 3 x? =x m) y = —— 
ki 


nfa) =x ex o)f(x) =xInx 
2. Esboce o gráfico de cada uma das funções do exercício anterior. 


3. Seja f(x) = ax? + bx” + cx + d, a % 0. Prove que f admite um único ponto de 
inflexáo. 


4. Sep for ponto de inflexão de fe se f (p) = 0, então diremos que p é ponto de 
inflexão horizontal de f. Cite uma condição suficiente para que p seja ponto 
de inflexão horizontal de f. 


5. Sep for ponto de inflexão de fe se f (p) 4 0, então diremos que p é ponto de 
inflexão oblíquo de f. Cite uma condição suficiente para que p seja ponto de 
inflexão oblíquo de f. 


6. Sejam f uma função derivável até a 5.º ordem no intervalo aberto I e p € I. 
Suponha f® contínua em p. Prove que 


Fon oe MAA 


é uma condição suficiente para p ser ponto de inflexão de f. Generalize tal 
resultado. 


7. Seja f derivável até a 2.º ordem em R e tal que, para todo x, x f” (x) + f(x) = 4. 
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a) Mostre que f” é contínua em todo x % O 
b) Mostre que f não admite ponto de inflexão horizontal 


8. Sejaf() =x + bx + cx 2x +1. 
a) Que condicóes b e c devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexáo de f? 


Justifique. 


b) Existem b e c que tornam 1 ponto de inflexão horizontal? Em caso 
afirmativo, determine-os. 


9. Suponha que f" (x) > 0 em Ja, +oo[ e que existe x, > a tal que f (Xo) > O. Prove 
lim f(x)=+o. 
Se x>+%0 
10. Seja f definida e derivável no intervalo aberto I, com 1 € I, tal que 


|f '(x) = x? + f? (x) para todo x em 1 
If =i 


a) Mostre que, para todo x em I, f” (x) existe e que f" é contínua em I 
b) Mostre que existe r > 0 tal que f (x) > 0 e f' (x)> 0em ]1 —r, 1 +rl 
c) Esboce o gráfico de y = f(x), x € ]1 —r, 1 +rl 


11. Seja f definida e derivável no intervalo ]-r, r [(r > 0). Suponha que 


Ca ) SA 
] f(x)=xº + f“(x) para todo x em ]—r, r| 
|f(0) =0 


a) Mostre que O é ponto de inflexáo horizontal 
b) Mostre que f(x) > O parax% 0 


c) Estude f com relação à concavidade 
a À 


d) Mostre que f(x) > E x para0<x<r 


e) Faça um esboço do gráfico de f 


REGRAS DE L*HOSPITAL 


As regras de L*Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstrações são 


deixadas para o final da seção, aplicam-se a cálculos de limites que apresentam 
So 


indeterminações dos tipos — e 
O 


00 


1.º REGRA DE P’HOSPITAL. Sejam fe g deriváveis em ]p — r, p [e em] p, p + rl(r 
> 0), com g' (x) 4 0 para0<|x-—p|<r. Nestas condições, se 
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lim f(x)=0, lim g(x)=0 


x=>p x=>p 


ese lim ——- existir (finito ou infinito), então lim existirá e 
x>p 8 (Xx) x>p g(x) 
l (x) ; Ke: 
lim J = lim J 


x>p g(x) x>p EON 


, 


Observamos que a 1.º regra de L'Hospital continua válida se substituirmos “x > p’ 
por “x > p” ou por “x > p” ou por “x > +00”, 


2.º REGRA DE PV HOSPITAL. Sejam fe g deriváveis em ]m, pl, com g' (x) 4 0 em 
Im, pl. Nestas condições, se 


lim f(O)=+%, lim g(x)= +% 


X5 Pp x>3p 
. f ( X ) . . ... . . . ~ g 3 . eZ 
ese lim existir (finito ou infinito) então lim existirá e 
x>p" g (Xx) x>p" g(x) 
: E) "(x) 
lim J = lim J 


x>p g(x) x>p g'(x) l 


Observamos que a 2.* regra continua válida se substituirmos “x > p” por “x > 
+5 


p” ou por “x > p” ou por “x > +00”, A regra permanece válida se substituirmos um 
dos símbolos +00, ou ambos, por —oo. 


EXEMPLO 1. Calcule 


. x5 — 6x? +8x —3 
a) lim —— — 


x51 xt =] 
2X 
b) lim E, 
x= +o X 
O lim vinr: 
x->0* 
Solução 
ce x)-b+Bx—3I3 TO 
a) lim — 1. epa k Temos 
x51 x" — 1 0 
(5 — 6x? + 8x — 3) o 5x4—18x2?+8 -5 
xei (E) x>1 4x? 4 
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Pela 1.º regra de L’ Hospital 


x5 — 6x7 +8x—3 | (x5 — 6x7 +8x — 3) 5 
DE A AAA SS 
x>1 E] x51 as = + 
ou seja, 
. x5 — 6x? + 8x- 3 5 
lim i =-=—, 
Xx >1 pa] 4 
: E” % 
b) lim — =|— |. 
x>+0 X Do 
Pela 2.º regra de L’ Hospital, 
er k (ex) ; ; 
lim — = lim == lim e =+0, 
x>o+0 X x>+0o (x) x>+0 
Assim, 
px 
lim = +00, 
x5+0 X 
am pa xInx=[0*(=%)] que é uma indeterminação que poderá ser colocada na 
i so, 00 
forma — ou —. E mais interessante aqui passá-la para a forma —, que nos permitirá 
oo 00 
eliminar o In x. 
é In x —00 
lim xInx= lim —— =| — |. 
x= 0t x= 0+ A o 
X 
. In x In x E 
lim ——= lim WAN e lim ——= lim (=x)=0 
x>0 + x>0 j| ) x= 0* pa x> 0" 
E = 2 
X i X 
Ou seja, 
lim xInx=0. a 
x> 0 
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: : Ea E 0 

Como vimos, as regras de L'Hospital aplicam-se ás indeterminações da forma D e 
Do 
—. Os próximos exemplos mostram como as outras formas de indeterminação (0 - oo, 
00 
00-00, 0º, œ? e 1%) podem ser reduzidas a estas. (Observamos que 0%, œ? e 1º são 
indeterminações do tipo O - oo. Veja: 0º = e? 1? = e? Œ; o? = ¿Ono = 0-0 6 1” = goin 1 
= e” :0 ) 


EXEMPLO 2. Calcule 


z e | 
a) lim x? ex b) lim | 3 — | 
x >0+ al q sena) 
l | | | | 
c) lim | — — 
xr>0l x senx) 
Solução 


| 
a) lim x2ex =[0-00]. 


x=0* 
l ) 
+ AE cê To” 0 E 
Fazendo Xº €* = —» somos levados a uma indeterminação da forma i Então 
e + 
e) E E 2% 
lim x“ex = lim > im 
x= 0* x>0 —— x= 0* P l/x 
r] Ê E» 
e x y2 
e o último limite é igual a 
. 2x3 
lim i 
x30 —— 
e x 


Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, então, mudar a nossa estratégia. 


| SE 
= —.(Veja: ex 
x 


e ; 
Façamos a mudança de variável está pedindo a mudança de 


variável u = —.) Temos, então 
xX 


m d. e" 00 
lim x*%ex = lim =| — 


xs 0" us + yu? 
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Pela 2.º regra de L*Hospital, 


e" , (ety , e" 
lim — = lim ——= lim — 
us + Ur us +0 (us) us + 2u 


desde que o último limite exista. Ainda, pela 2.º regra de L’ Hospital, 


. e Ñ 
lim —= lim e” =+00, 
u=>o+w Uu us + 


U aU 
; l é 
Segue que lim = +% e, portanto, lim —>7=+0%, Assim, 
u=>+0.o Zu us +% Ue 


(Observação. 


fo _ |0 o z F Tro 
lim =—— = |— | ou | — | lim = | — | ou | — 
x>p & (x) 0 oo x>p g' (x) 0 00 


n 


lim = existir (finito ou infinito), então 
x>p g (x) 


lim ¿BEE lim - À 
x>p g(x) x>p 2 (x) 


Verifique e generalize.) 


$ l 
b) lim | —-— = |% — %]. Temos 
kOe hita sen x 
e SPT E E 
x?  senx x? sen x | 
l 
lim => = +% 
ESO" x5 
e 
> 
. > . 2x 
lim = lim = 0. 


x> 0 sen x x=>0* cosx 


Segue que 
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Se 


' 
' p~ 
im = b- = +% : |] = +% 
10 x* sen x 
ou seja, 
A l l 
lim | —= = +0, 
x> 0") xº sen x 


ro * 1, proceda 


(Observação. Se lim f(x)=+ 0, lim g(x)=+ ve lim 
X 


>P , ED o. x>p g(x 
como acima no cálculo de so (g 0) — f %).) 


c) lim +- ! = | % — % |. Temos 
x>0 \x sen x 


, l l f senx—x 0 
lim | —— = lim ————— = E | Pela 1.º regra de L*Hospital, 
01 X sen x x>0 xsenx 0 
: sen x— x A cos x — 1 0 
lim ———— = lim — = | — 
x>0 xsenx x>0 sen x + xcosx 0 
a TA —sen x o 
x>0 cosx+cos x — x sen x 
Portanto, 
E l l 
lim | —-— | =(0 a 
x>50 | x senx 
1 E 
EXEMPLO 3. Calcule lim ele =| I +— | k 
x— +0 X 
Solução 
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regra de L*Hospital resulta 


X x 
eS G In [14 )- l 
, xX : x X x+1 
lim > = lm — l 
x>+0 E x>+0 ES 


Para facilitar as coisas, observamos: 


X 
como lim 1 + 4 | = e, basta então calcular 
x5 + bs 
In| 1+— |— l 
f X x +1 0 
lim = E F r . . . ro. 
x> +0 “Dá O | Este último limite é igual a 
l 
A 
= + l 5 
¡A (x -F ta 
lim —*_____= 
x>+0 q 


er 
= lim 


— = | (Confira!) 
x>+0o x(x +1) 00 
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9 


j segue 


De (x +1} =Y (1+2 
X 
er er 
lim ———> = lim => 
x>+0o0 x(x +1) x5+0 y 1 j 
à ca l+= 


e 
= lim 7 3 =1:(+0)= +0 
x>+0 E 1 | X 
x 
e 
pois, como já sabemos, lim | — = +0, (Ou por "Hospital: 
xs +00 xXx” 
] e X : e NX ' e x a e xX 
lim = = lim = lim — = lim — = +º0,) Portanto 
x> +00 X ryo 3x2 x>+00 6X x5+o 6 
1 X 
lim e e-[1+>) = +% 
x => +0 X 
EXEMPLO 4. Calcule 
1 JE 
w Tim,” b) lim |1+ +] 
x>0 x>+0 P a 
Solução 


a) lim x* = [0. 
x>0 


= lim x Inx = 0 (EXEMPLO 1) 


xX =» 
Então 


lim = lim ehr=d=h. 


x>0 x= 0" 
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In| 1+ ES 
. l A k 0 
lim xln|1+— |= lim ——— _—“=|-—| 
x>+0 e 1>+0 A, 0 
x 
O último limite é igual a 
2 
CF 
x + 2; 
lim —22%= lim 5 - =0 
x5+0 0 l x>+o x4 +1 
” 
cê 


Logo, 


| GEJ 
1 T za | dk e 
lim +] = lim e X/=1. 
x 


x > + x > +o 


(Observação. Outro modo para calcular este limite é: 


x> +0 x xy > +o x>+0 
2 
l Ln 
lim — =0 e lim l+— =e.) E 

x= +0 X x—>+0 BR 
EXEMPLO 5. Calcule 

aa A 
a) lim 1+— ] b) lim (x+ Ds 

x > +o X j x> +% 

Solução 
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3 JE 
a) lim ++] = [1º]. 
Êo 


x— +0 


XxX 
| (1+ >) 
n amí 
. 3 x 0 
lim xlinji+=|= lim E o = 
x> +o x x +o e 0 
Xx 
O último limite é igual a 
l (- 3 
. 1+3/x À x? 
lim E i = lim 3 = 3, 
x>+0 => x>o+0 ee 
NA X 


Assim 


l e ná , xim(142) 3 
lim (1+=) = lim e 2 =e. 


x — +o X x>+0 


(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo a mudança 


. 3 
sea E Ns 1 Y 3 
de variável — = — resulta lim | I4=| = lim Lt =e”,) 
Xx HU x> +0 x x> +0 u 
E 
b) lim (x+1)1Mx = [00%], 
x— +0 
I A 
«In(x+1) 
(x + pn JAS eM x f 
l 
s l a In (x + 1 00 y x + 
lim — “«In(x+ D= lim non |O] = lim 2 = 1. 
x>+0 In x x> +o In x 00 x>o+o + 
x 
Assim 
= y In (x + 1) 
lim (x+Dbx= lim elx =e E 
x> +o x>5> +o 
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x+1 


EXEMPLO 6. Calcule lim | 


x> +00 


ne: | 


Solução 


e 
lim | = [0º] 
x> +00 À In x j 


que não é indeterminação. Veja 


| | 
In x 


f 1 Y 
x+1 (x+DIn| — | 
= e Línx ) 


e 

. q 

lim (x +1 ) In | = +o-(—00) = —o, 

x>o+0 In x 
Assim 
+] (x+1) ln | | 
lim = lim e Linx ) =0. m 
x>+0 In x x>+%0 


Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Seção 7.2) que se f for derivável em p então 


x>p xP 


0 


ou seja, o erro E (x) = f(x) —- T (x), em que T (x) = f (p) + f (p) (x — p), tende a zero 
mais rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa 


FO=STO+FOE-p»p+e Grp 
AAA 
Ex) 


lim p(x)= 
x> p 
comete nesta aproximação tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando x 
tende a p. A seguir, estamos interessados em determinar a de modo que 


com O. Assim, T (x) é um valor aproximado para f (x) e o erro que se 


Pa (x) = f P) + f (p) (x= p) + a (x= pY 
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seja um valor aproximado para f (x) com erro tendendo a zero mais rapidamente que (x 


— py, quando x tende a p. 


EXEMPLO 7. Suponha f derivável no intervalo Jp — r, p + r[, r > 0, e que a derivada 
de 2.º ordem de f exista em p. Mostre que se 


fO)=[E)+ fp p)+a(x— pl ” 


lim < 
x>p e ad) E 
então a = I P 
2 
Solução 


Vamos, então, calcular o limite 


lim 
x>p 


(x — py 0 


Pela 1.º regra de L’ Hospital, tal limite é igual a 


f'(x) Lf'(p) + 2a(x — p)] 


lim 
x>p 2(x:=P) 
=2 tim | LOI O |= Lif" — 2a], 
21> p x= p 2 
>n e Š X E: ij ) . z 
pois, f (p)= lim E U Segue da hipótese que 
a x=>p xP 
a = Fm | 


> 


Observacáo. Seja 


e 


Pa (œ) =f p) +f’ WDHA-p + = py. 


Do que vimos acima resulta 


f(x) =P, (x) + (x)(x — p)? 
E(x) 


com p P(x) = 0. Ou seja, o polinômio P, (x) é um valor aproximado de f (x) com 


311 


erro E (x) = q (x) (x — př tendendo a zero mais rapidamente do que (x — p)?, quando x 
tende a p. O polinômio P, (x) é denominado polinômio de Taylor de ordem 2 de fem x 


=P. 


EXEMPLO 8. Suponha f derivável até a 2.º ordem no intervalo ]p — r, p + r[, r > 0, e 
que a derivada de 3.* ordem de f exista em p. Mostre que se 


(p) 
FO-=ID+tFOGa-p») + Ąų1 f Z 5P? la — py + ala pY?] 
lim [Em 
x>p (> py 
então, a = === f LAP, 
Solução 


Pela 1.º regra de L’ Hospital, o limite acima é igual a 


iii fF'©-—Lf' (p) + f"(pX(x-— p) + 3a(x — p?] ” 5 
x>p Ax — py? 


© 


- x)— ~r +6 p= 
lim f (x)—-[f (p)+t 6a(x — p)] 
x> p 6(x — p) 


l e” 
lim — 6a Seg to (p)— 6a]. 


x>p 


peera 


kia 


Da hipótese, segue 


O polinômio 


o "(y > i + 
P3 (x) =f (p) + f' (p) œ — p) + A a-p + E TA 


3 
(x—p) 


denomina-se polinómio de Taylor de ordem 3 de f em x = p. Segue, do que vimos 
acima, que P, (x) é um valor aproximado de f (x) com erro E (x) = f (x) — Ps (x) 
tendendo a zero mais rapidamente do que (x — p)?, para x tendendo a p. Generalize. O 
polinômio de Taylor de uma função é uma das ferramentas poderosas do cálculo 
numérico. No Cap. 15, voltaremos ao polinômio de Taylor. 

Para encerrar a seção, vamos provar as regras de L'Hospital. Para provar tais 
regras, vamos substituir a hipótese g' (x) 4 0 em Jp, p + rl, na 1.º regra, e g' (x) 4 0 em 
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]m, pl, na 2.º regra, por g' (x) > O nestes intervalos. (Este fato não restringe em nada as 
nossas regras, pois o teorema de Darboux (veja Exercício 8 da Seção 9.7) nos diz 
exatamente o seguinte: g' (x) O no intervalo aberto I = g'(x) mantém o mesmo sinal 
neste intervalo.) 


Demonstração da 1.º regra de LºHospital 


Suponhamos 


“(x 
lim Ea 
x>p?t g (x) 


=LLER. 


Segue que, dado e > 0 existe 9 > 0, ô < r, tal que, para p < x < p + ô, tem-se 


L-e< | (2) <L+.e 


2'(x) 


Do Exemplo 8 da Seção 9.2, segue que, para p < x < p + ô, tem-se, também, 


L-e< Fa) 
g(x) 


<L+e. 


Logo, 


lim yO) - L. E 
x> pt g(X) 


Fica para o aluno provar, como exercício, a 1.º regra nos casos: 


š eE s ad Es 
lim TO) =+% ou lim J Ê ) E 
x>p* 8 (x) x> pt 8 (x) 
De modo análogo, demonstra-se que 
f(x FE 


lim == = lim , 
x>p g(x) x>p g(x) 


Demonstração da 2.º regra de L’ Hospital 


Suponhamos 
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Pela definição de limite, dado € > O existe ó, > 0, com p — ô, > m, tal que, para p — ô < 
LSD, 


L — 


to |m 


Do Exemplo 9 da Seção 9.2, segue que existem constantes M, Nes, com s € Jp — ô, 
pI, tal que, paras < x < p, 


O 


M 
g(x) 


ia Pe 
E A, N E, 
2 g(x) g(x) 2 


Por outro lado, de 


lim a =0 e lim a = () 
x>op g(x) x>p g(x) 


existe 9 > 0, comp - ô > s, tal que 


M N 
e 
g(x) g(x) 


€ € 
==< E 
2 fis 


para p — ô < x < p. Daí e de O resulta, para p —- 6 < x < p, 


inl A 


g(x) 
Ou seja, 
lim He Es a 
r>p g(x) 


Fica para o aluno provar, como exercício, a 2.º regra no caso lim 
5p g'(x 
Je P & - 


— 


De modo análogo, demonstra-se que 


lim is A lim ESA 
x> p g(x) x—>pt g(x) 


de > 0 
Observação. As regras de L’ Hospital contam-nos que, se lim HA H ou 


x>p g(Xx) 
à ¿sb x “(x) 
lim PA a Z ese lim existir, então lim Í 
x>p g(X) o 


x>p g'(x) x>p g(x) 
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saro E i FE , 
existirá e lim - = lim ——. Entretanto, lim 
x> p g(x) x>p 8 (Xx) x>p B(x) 


poderá existir, sem 


que lim 


exista (veja Exercício 4). 
x>p g& 4X 


Exercícios 9.4 


1. Calcule 
] 4x? + x? +3 . x 100 — x? +x—1 
a) lim E Ro b) lim O |; 
x=>-—l P e al x>>1 > a! 
1 e3x 
c) lim xex d) lim E 
x>0+ x— +00 Xx” 
; In x f 
e) lim E f) lim senxlnx 
x>o+0 e” x>0+ 
pd 
2) lim (l —cosx)Inx h) lim (2+pnx 
x>0+ x = +0 
| 1 
i) lim + + In «| jJ lim (l—cos x)x 
ll E x>5 07 
q tg 3x — sen x R sec) E 
D lim MT ETR m) lim 
x>0 sen” x x>01l-—cos x 
n) lim xe o) lim [x- Ya? — x] 
x5 +o x= + 
l 
¿E | x 
p) lim q) lim 
ee U E x—1 x= +0 x? +1 
1 
3 2 
r) lim [cos 3x]%n" s) lim x!82 
x>0 x>0+ 


2. Sejam fe g deriváveis até a 2.º ordem em Jp, bl, com g” (x) 4 0 em Jp, bl. 
Suponha que 


lim fO)= lim f'()=0 e hm. EO)= Im. g 0=0 
x=>p x>p x>p x>p 


ou 
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lim f(0)= lim f'G)=ztowo e lim g(0)= lim g’(x)= +o, 


x— pt x>p x> p x> p 


Ppr 


Prove que, se lim 


E : J (x) . f” (x) : 
existiráe lim = m = . Generalize tal resultado. 
xpt g(x) x>pt 8 (x) 


3. Calcule 
A 2x3 +2] x? + tg? X 
a) lim ——s b) lim  ——_— 
za] x*—2x+1 x>0+ sen” x 
2x . . 
e . x—tg x 
c) lim 3 d) lim Ee 
x> +00 Xx" x>0 T 
4 . S 2 l o 
" Sejam fO)=x sen — eg (x) =x. Verifique 


e sk o x) ; 
lim f(x)= lim g(x)=0, lim = 0 e que lim 
x>0 x>0 x>0 g(x) x>0 g (x) 


alguma contradição com a 1.º regra de L/ Hospital? 


9.5. GRÁFICOS 
Para o esboço do gráfico de uma função f, sugerimos o roteiro: 


1) explicitar o domínio; 

2) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento; 

2) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexão; 

1) calcular os limites laterais de f, em p, nos casos: 
G) p É D mas p é extremo de um dos intervalos que compõem D+. 
(ii) p € Dj mas f não é contínua em p. 

2) calcular os limites para x > +% e x > —00, 

) determinar ou localizar as raízes de f. 


EXEMPLO 1. Esboce o gráfico def (x%) = x? - x° - x +1. 
Solução 


1) D;=R. 


2) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 
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> existir (finito ou infinito) então lim 
x=> pt 8g (x) x> p 


f(x) 


g(x) 


que 


não existe. Há 


7 
3X —-2x-1=05 < 


ps - 


Ponto de inflexão: E 


1) Como f é contínua em R, precisamos, apenas, calcular os limites para x > +00 e x 
> —00, 
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lim bó-x-x+1]= lim o +o 


x>5 +00 x>+0 X à r X 
i 3 2 
lim [Xx —-x-—x+1]=-—o. 

x—=>-%0 


2) As raízes de f são: —1 e 1 (1 é raiz dupla). 


| 
| 


Sw |— w | — 


441 


> 


X 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f(x) = 


Solução 


1) D= R- {0}. 


2) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


> . s 2 l 
Para calcular f (x) é conveniente escrever f na forma f(x) = x + — 
qe 


2 (x? + 1)(x? — 1) 
F = i ou f o= E 
> 


7 QU 
Observacáo. O sinal de f(x) é o mesmo que o de Ct já que 
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- 0. 
Re 
+ - + 
Ll ————— AA 
=] | 
- - + + 
y _ -_ _ A _ 
0 
x* -—1 - + - + 
— > + ++ 
X -1 0 l 


2) Concavidade e pontos de inflexão. 


+ - 
fe 
0 
f U U 
€___—_ pum 
0 
Náo há ponto de inflexáo. 
1) Limites laterais de fem 0. 
; 2 l ' 2 | 
lim [x + —]= lim [x + — ] = +0, 
r30" Xx” x= 07 x= 


2) Limites parax > +œ ex > —oo, 


lim E + E l =+0= lim E + a l 


x — +o 


) fnão admite raiz. 


319 


Observe que, quando x tende a +% ou —oo, o gráfico de f vai “encostando” por cima 
no gráfico dey=x". m 
dx +5 


EXEMPLO 3. Esboce o gráfico de f(x) = — P 
s viia 


Solução 


1) D;= {x E€ R|xž +1}. 


2) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


—4x2 — 10x — 4 
(x? — 12 


f e)= 


—4% — I0x— 4= 045 | ou 


f - + +- -= 
—2 -1 -1 1 
NM ANN 
—2 -] _1 1 
2) Concavidade e pontos de inflexão. 
iris MESES 10) (x? = 12 = (-4x72 = 10x- 4) 2 (= 1) 2x 
5 (x? — 1)! 


(x? — 1) [8x7 + 30x? + 24x + 10] 


(x= 
Í (x2 = 1)4 
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Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = 8x? + 30x? + 24x + 10 admite uma única raiz 
real a, com -3<a<-2, e que 


g (x) < 0 para x <a e g (x) > 0 para x > a. 


Combinando o sinal de g (x) com o de x° — 1, resulta 


Ponto de inflexão: a é o único ponto de inflexão. 


1) Limites laterais em —1 e 1. 


E 4x+5 | Ax +5 
lim 5 = lim = +00 
x>1 ps ES xx] x +1 
y 4x+5 
lim 5 = —00 
pai 1 
E 4x +5 y | 4x +5 | 
lim = = lim . = +00 [=> = —0 
>-1+ xº—1 >-1+ x+1 x—1 t 2 
: 4x +5 
lim 5 = +0 
pl E 
. 4x +5 4x +5 
e) lim 5 =0= lim 5 i 
+0 xº —1 x>-—o Xº — 
e 5 
) A única raiz de fé — 4 
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Seja f uma função. Se existir uma reta y = mx + n tal que 


lini [fC — (mx + n) | = 0, então diremos que y = mx + n é uma assíntota para f: 
x> +0 


se m = 0, teremos uma assíntota horizontal, e se m % 0, uma assíntota oblíqua. 


lim [fG)=n]=0 
x— +0 


y = n é uma assintota 
horizontal 


assintota oblíqua 


O que dissemos para x > + vale para x > —o. 


Se f for da forma f(x) = 


ay” com p e q polinómios, f admitirá assíntota se 
Xx 


“grau de p — grau de q” for menor ou igual a 1. Se “grau de p — grau de q” for 1 ou 0, 
para determinar a assíntota basta “extrair os inteiros”. Se “grau de p — grau de q” for 
estritamente menor que zero, ou seja, se grau de q for estritamente maior que grau de 
p, entáo y = O é uma assíntota. 

3 


y, 


EXEMPLO 4. Determine a assíntota e esboce o gráfico de f(x) = . 
+] 


Solução 


f é uma função racional e a diferença entre o grau do numerador e do denominador 
é 1, logo, f admite assíntota. Temos 
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X- X 


x2+1 x? +1 
, JE x 
Como lim —— =0= lim —>—. quando x tende a +% ou —oo 
1>+0 xº +l xo xº +41 


gráfico de f vai encostando na assíntota y = x. Temos, agora, 


1) D¡=R. 


2) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


f é contínua em R e f(x) > 0, para x % 0, logo, f é estritamente crescente em R. 


2) Concavidade e pontos de inflexão. 


x? x? 
d) lim — ——=>+% e lim —_ ——=-%, 
x>o+0 xº +1 x--o xº + 1 


>) O é a única raiz de f. 


) y= x é assíntota. 
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Observação. Como f (0) = 0, y = O é a reta tangente ao gráfico de fem (0, 0). 


Muitas vezes, por inspeção, é possível prever a existência ou não de assíntota. Um 
bom indicador para a existência de assíntota oblíqua é o seguinte: se para x 
suficientemente grande, f (x) = mx, para algum m, então será razoável esperar a 
existência de assíntota. Por exemplo, para x suficientemente grande, temos: 


1 l 
4x2 +x+1=2x ¡1+— + — = 2x 
V 4x 4x* 
213x103 — x2 = 33 x31-— = 43x 
3x 
> | l 
yni Sxl- EX 
\ = 


Então, é razoável esperar que tais funções admitam assíntotas. 


Observe: 


lim [f()—-mx—-n]=059n= lim [f(x) —mx] 
x>+0%0 x — + 


Para determinar assíntota, procedemos assim: primeiro determinamos m (caso 
exista) para que 


lim [f(x)— mx] (ou lim [f(x) — mx]) 
x — +00 X —) —00 


seja finito; em seguida, tomamos para n o valor deste limite. 


Observamos que se lim [ f(x) — mx] for finito, então 
X =, +00 
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: (9) — mx 


x +o X 


ou seja, 


E f(x) 
m= lim +> E 
x => + A 


(Cuidado. lim FO) poderá ser finito sem que lim [f(x) — mx] o seja. 
x o 


x-$-509 li l f X T +0 
ses 4 im (x) — mx n 
Verifique.) De modo análogo, se y_ş—-% ` for finito, deveremos ter 
obrigatoriamente m = lim —. A seguir, sugerimos um processo para se 


X => AG 
determinar assíntota. 


Primeiro determine m, caso exista, através do limite 


: FUN 
m= lim + i 
x=>+% x 


Em seguida, calcule 


n= lim [f(X — mal. 
x —) +% 


Se n for finito, y = mx + n será assíntota (para x > +00), Proceda de modo análogo 
para x > —oo, 


: do : 
lim f(x)=+to ¿ge lim 
x> +% x> +o 


L'Hospital lim K lim f (x). (Interprete.) 
x>o+40o0  X x>+0 


Observacáo. Se F 00 existe, pela 2.º regra de 


EXEMPLO 5. Determine as assíntotas de 


f() = yx? +1, 
Solução 


Temos 
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| | l 1 + se x>0 
Fx) lx] y + z \ y? 
xo X o í 1 
+! +— se x<0 
| é om 
Segue que 
lim PU) - lim l+- =1 
x>o +4. X x= +0 V b a 
e 
lim Eea lim —,.1+= =-1l. 
x>o-o X x= o \ é cm 


Assim, m = 1, parax > +00, em = —1 para x > —o0, Vamos, agora, deteminar n. Para x 
> +00 
, 


~ 


1= lim [f(x)— mx] 
x5 + 


lim [x2 +1 =x] 


n= 
x—>+0 
: | 
= lim —— = 0 


Aaro Jx? +1 +x 


Assim, para x > +00, y = x é assíntota. Para x > —oo, temos 


n= lim [yx?+1+x] 


=} —%0 
a | 9 E l 
= lim [yu*+1-—u]= lim -= =). 
pi 4 +00 qu? +1+Uu 


Logo, para x > —00, y = -x é assíntota. 
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EXEMPLO 6. Determine as assíntotas e esboce o gráfico de f(x) = 4x2 +x+l. 


Solução 
Temos 
| l l A zy se x>0 
f(x) lx] mod | X a 
¿JN : Trai 
T i se x<0 
$o mx 
Daí 
. ; . | | | 
lim fa) = lim (4+—- +55 =2 
x5+0 X x= +0 y X x= 
e 
. “(x ' | | | 
lim 4) = lim - 4+—+5 =-2. 
x>-o X x—>-%0 X > 


Assim, para x > +00, m = 2, e, para x > —o0, m = —2, Vamos, agora, determinar n. Para 
x > +00, temos 


n= lim [f(x)-mx]= lim ( V4x? +x+i-—2x) 
x5 + xx +0 


Para x > 0, 
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4x2 x+1-2x= 


I +— 
= X 
| l 
¡4 + =+ — +2 
N x x 
l l 
Segue que n = Fi Logo, para x > +00, y = 2x + 4 é assintota. Para x > —oo, 
n= lim EE +x+1+ 2: | 
x>—0% 


lim l J4u? -u+1- 2u | 


us +00 


-144 


- l 
= lim £iH— H a 
u= +o | l - 
14 - =4+ +2 
V uu: 
Ds je , 
Assim, para x > -00, y = —2x — a é assíntota. Temos, então, as assíntotas 
| 
y=2x+ — (para x > +00) 
4 
e 
lis 
y = —2x -— F (para x — —0), 


Temos, agora, 


1) D;= R, pois, 4x + x + 1 > 0 para todo x. 


2) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


8x +1 
2 4x2 + x+1 


rw 
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p 
1 
3 

| Set Pd 
l 
8 


2) Concavidade e pontos de inflexão 


15 
4 (4x2 + x+D 4x2 + x+1 


f” œ) = 


f' (x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em R. 


d) lim 4x? +x+1=>+0<= lim ¡4x2 +x+1. 


x>+0 x> 


EXEMPLO 7. Determine as assíntotas e esboce o gráfico de f(x) = Ya =x?. 


Solução 
Temos 
Di aeb 
IO) _ NX x E od 
y x y 
Segue que 
lim pol lim 31 ===] 
Xx — +o x x5 +o | X 


lim — 
X5—0 y x= | X 


Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar n. 


e E 
f0)-mx= x31-—-x= e 
V x 1 
x 
Para x > +o, 
= 1-u-l 
n= lim [f(x)-mx]= lim N = 
x > + u — 0* u 
Pela 1.º regra de L’ Hospital, 
2 
j| —— 
— (l1 — u) 3 -(—1) | 
n= lim = =. 
u — 0* l 3 
Para x > —oo, 
, | =u —1 l 
n= lim À =—— 
u = 0 u 3 


Doo oa 
Logo, y = x — a é assíntota para x > +00 e para x > —oo, 


Temos, agora, 


1) D¡=R. 


2) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


=, Xflex*0 
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0 2 1 


f" (œ= 


93 — x2)? (1-1) 


Ponto de inflexão: 1 é o único ponto de inflexão. 


. | 2 i | | 
d) lim U -x4 = lim x3]-— = +% 
x — +0 x5 + \ Xx 
lim x? = x^ = —o, 


x>-0 


>) Em 0 e 1 a função é contínua mas não é derivável. Vamos então estudar o 
comportamento do gráfico de fnos pontos de abscissas 0 e 1. 


(0, f (0)) 


Seja s, a reta secante ao gráfico de f passando pelos pontos (0, f (0)) e (x, f (x)). O 
coeficiente angular de sx é 
A) FLO Yy3 — x? | 
PS, AE 3x — L $ +0. 
up x NX 
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E; PES e Ti AER 
x>0* x=0 x> 07 x— o0 


(1, (1) 


O coeficiente angular da reta secante s,, que passa pelos pontos (1, f(1)) e (x, f (x)) é 


+00, 


; - 3/3 2 
x) — x? — xº 5 
ORELON EEE m S E 
x—1 x=1 (x — 1)* 
lim fœ- fA = lim fœ- FO) = +0, 
x>ol' x=1 x> x—] 


No ponto (1, f (1)) o gráfico de f admite uma reta tangente vertical. 


Gráfico de f 


Interprete graficamente os limites 


"(x)— f (0 
FU El e 


TX FI) 
x> 0* x—0 x>0 x—0 


lim lim 


Exercícios 9.5 


Esboce o gráfico. 
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x 
3. y= V r? — 4 4. y= 
tl 
x? a 
5. y= — 6. g(x) =xe 
rl 
: —x à 2 
tro = Led 1 a” 3. fU)= €* 
4 3 y2 ; 
E E 10. f(x) = VES =x 
7 4 > ' 
3 3 
x X 
lIl. y= — 12. y= — 
x4 +4 El 
3 
A 3x 
By" 14. y=e*—e” 
ye 
15 fou) =* - 2% 16. y = Jx? +2x+5 
tl r? 
17. y= E 18. f(x) = — 
xe = 2-2 
- o 4x + 3x“ 
19. y= ——s — OA A 
E” 1 


9.6. MÁXIMOS E MÍNIMOS 


Definição 1. Sejam fuma função, A C D,e p € A. Dizemos que f (p) é o valor 
máximo de fem A ou que p um ponto de máximo de fem A se f(x) < f (p) para 


todo x em A. Se f (x) > f (p) para todo x em A, dizemos então que f (p) é o valor 
mínimo de fem A ou que p é um ponto de mínimo de fem A. 
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f(p|) valor máximo de fem A 
f (pa) valor mínimo de fem A 


Definição 2. Sejam f uma função e p € D; Dizemos que f (p) é o valor máximo 
global de f ou que p é um ponto de máximo global de f se, para todo x em Ds f (x) 
< f (p). Se, para todo x em D; f (x) > f (p), diremos então que f (p) é o valor 
mínimo global de f ou que p é um ponto de mínimo global de f. 


Definição 3. Sejam f uma função e p € D,. Dizemos que p é ponto de máximo 
local de f se existir r > O tal que 


FO) < f (p) 


para todo x em ]p — r, p + r[n D; Por outro lado, dizemos que p é ponto de 
mínimo local de f se existir r > 0 tal que 


FO) > f (p) 


para todo x em Jp - r, p + r[n Dz. 


P1: P3 e Ps são pontos de máximo local; f (ps) é o valor máximo global de f 
P2, P4 € Pg são pontos de mínimo local; f(p,) é o valor mínimo global de f 
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Uma boa maneira de se determinar os pontos de máximo e de mínimo de uma 
função f é estudá-la com relação a crescimento e decrescimento. Sejam a < c < b; se f 
for crescente em la, c] e decrescente em [c, b[, entáo c será um ponto de máximo local 
de f; se f for decrescente em la, c] e crescente em [c, bl então c será um ponto de 
mínimo local de f. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = x? — 3x? + 3. 


a) Estude f com relação a máximos e mínimos. 
b) Determine os valores máximo e mínimo de f em [-2, 3]. Em que pontos estes 
valores são atingidos? 


Solução 
l + - - 
f 

0 2 

0 2 
ponto de máximo local: 0 
ponto de mínimo local: 2 

. 3 2 E 3 ERES» 
Como lim (x —3x"+3)=>+%0e lim (x — 3x +3)= —o, segue 
x>+%0 Xx. —00 


que fnáo assume nem valor máximo global, nem valor mínimo global. 


E 


f2) = -17 é o valor mínimo de fem [-2, 3]. 
[(0) = f(3) = 3 é o valor máximo de fem [-2, 3]. 
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EXEMPLO 2. Determine dois números positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma do 
cubo do menor com o quadrado do maior seja mínima. 


Solução 
Indiquemos por x o número menor (0 < x < 2); assim o maior é 4 — x. Seja 
S()=X*+(4-x2%0<x<2. 
Devemos determinar x que torna mínimo o valor de S. Temos 


S' (x) = 3x? + 2x- 8 


4 
X=— 
> 3 
3 + A aai 8=0 
ou 
| x=-2 
- + 
$" 
0 4 2 
3 
S ` 
0 E 24 
3 
l 4 Ed 
Assim, x = — torna mínimo o valor de S. 
Conclusão. Os números procurados são 
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8 
e=, a 
3 
EXEMPLO 3. Pede-se construir um cilindro circular reto de área total S dada e cujo 
volume seja máximo. 
Solução 


Precisamos determinar r (raio da base) e h (altura). 


Temos 
2 9 
[área da base = 7rr* 
| área lateral = 27rrh 
Assim, 
S = 211? + 2nrh 
S — 2arr? E 
daí h = = 0 <r< |—. 


27rr V27 
Podemos, entáo, exprimir o volume V em funcáo de r. 


5 


A si ES , 
V (r) = ar: ,0<r< ,¡— (S é constante) 
2r \ 27r 
ou 
Sr IS 
Vin=%-=«ar",0<r< É 
2 \ 2r 
Devemos determinar r que torna V máximo. 
S 2 $ 2 S 
V(r) = > 3nr i; o 3nr =06r=+/—. a 
2 2 OT 
P a OS ; 
Observação. A condição 0 < r < |— é para deixar r > 0e h > 0. 
y £T 
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y" 


6n 27 
y — is 
0 JE J5 
6r 2r 
Assim, y = ,— torna V máximo. 
167 
` S IS o , , 
Conclusão. r= |— eh=2 |— são, respectivamente, o raio e a altura do 
y 67 VOT 


cilindro de volume máximo. 


Exercícios 9.6 
1. Estude a função dada com relação a máximos e mínimos locais e globais. 


a) fQ) = - = 
| + 


b) f (x) xe? 

Y fOe- e 

d) f (x) = 2x) - 9x? + 12x + 3 

e) f(x) =x2+3x +2 

patos te 

g) f(X) = xf - 4x? + 4x? +2 

h) f (x) = sen x + cos x, x € [0, 7 ] 


> É T 
i) y (t) = Ar FAE -Lal Dn HE o al 
l z x tg x 2 
Dye Y el 
DFO)= E ¿AAA m) y= e xº 
5 2 3 
n)y = Ya — x? o) y= Y — x 


2. Determine as dimensões do retângulo de área máxima e cujo perímetro 2p é 
dado. 


3. Determine o número real positivo cuja diferença entre ele e seu quadrado seja 
máxima. 


4. Determine o número real positivo cuja soma com o inverso de seu quadrado 
seja mínima. 


5. Determine a altura do cilindro circular reto, de volume máximo, inscrito na 
esfera de raio R dado. 
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6. 


10 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, inscrito na 
esfera de raio R dado. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, e com geratriz a 
dada. 


Considere a curva y = 1-—x”, 0 < x < 1. Traçar uma tangente à curva tal que a 
área do triangulo que ela forma com os eixos coordenados seja mínima. 


Determine o retángulo de área máxima e lados paralelos aos eixos 
coordenados, inscrito na elipse 4x? + y” = 1. 


. Deseja-se construir uma caixa, de forma cilíndrica, de 1 m? de volume. Nas 


laterais e no fundo será utilizado material que custa R$ 10 o metro quadrado e 
na tampa material de R$ 20 o metro quadrado. Determine as dimensões da 
caixa que minimizem o custo do material empregado. 


r é uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos nos pontos A = 
(a, 0) e B = (0, b), coma > 0 e b > 0. Determine r de modo que a distância de 
Aa Bseja a menor possível. 


Certa pessoa que se encontra em 4, para atingir C, utilizará na travessia do rio 
(de 100 m de largura) um barco com velocidade máxima de 10 km/h; de B a 
C utilizará uma bicicleta com velocidade máxima de 15 km/h. Determine B 
para que o tempo gasto no percurso seja o menor possível. 


B ———— ( 
| 100 E == 1 
UJ m o 
ppm A m 
e E 
F L 
anm a 


10 km 


Qual o ponto P da curva y = x? que se encontra mais próximo de (3, 0)? Seja 
P = (a, b) tal ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) e (a, b) é normal à 
curva em (a, b). 


Encontre o ponto da curva y = —, x > 0, que está mais próximo da origem. 


2 
x 
Duas partículas P e Q movem-se, respectivamente, sobre os eixos Ox e Oy. A 
função de posição de Pé “” Vi e a de Q, y=?-— t > 0. Determine o 


instante em que a distância entre P e Q seja a menor possível. 


Seja g definida e positiva no intervalo I. Seja p € I. Prove: p será ponto de 
máximo (ou de mínimo) de h(x)= ./g (x) em I, se, e somente se, p for ponto 
de máximo (ou de mínimo) de g em 1. 
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17. Um sólido será construído acoplando-se a um cilindro circular reto, de altura 
h e raio r, uma semiesfera de raio r. Deseja-se que a área da superfície do 
sólido seja 57x. Determine r e h para que o volume seja máximo. 


18. A Cia. ar Ltda. produz determinado produto e vende-o a um preço unitário de 
R$ 13. Estimase que o custo total c para produzir e vender q unidades é dado 
por c = q? — 3q? + 4q + 2. Supondo que toda a produção seja absorvida pelo 
mercado consumidor, que quantidade deverá ser produzida para se ter lucro 
máximo? 


19. Determinado produto é produzido e vendido a um preço unitário p. O preço 
de venda não é constante, mas varia em função da quantidade q demandada 
pelo mercado, de acordo com a equação p = 4/20 — q, 0 < q < 20. Admita 
que, para produzir e vender uma unidade do produto, a empresa gasta em 
média R$ 3,50. Que quantidade deverá ser produzida para que o lucro seja 
máximo? 


20. Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura, deve- 
se levar energia elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio. O fio a 
ser utilizado na água custa R$ 5 o metro, e o que será utilizado fora, R$ 3 0 
metro. Como deverá ser feita a ligação para que o gasto com os fios seja o 
menor possível? (Suponha as margens retilíneas e paralelas.) 


y. 
1000 m 


21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, c), em que a, b e c sáo números reais dados e 
estritamente positivos. Seja M = (x, 0), com 0 < x < b. 
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22 


23. 


24. 


25. 


26. 


27 


28. 


a) Determine x para que o perímetro do triângulo PMQ seja mínimo. 
b) Conclua que o perímetro será mínimo para a = 6. 


- Determine M no gráfico de y = x°, 0 < x < 1, de modo que a área do triángulo 


de vértices (0, 0), (1, 1) e M seja máxima. 


A Cia. y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro total 
dado por L (q) = -q? + 12q? + 60q — 4, em que q representa a quantidade 
produzida. Determine o lucro máximo e a produção que maximiza o lucro. 
Esboce o gráfico desta função. 


Determine uma reta tangente ao gráfico de y = 1 — x?, de modo que a distância 
da origem a ela seja a menor possível. 


Determine o ponto da parábola y = 1 — x? que se encontra mais próximo da 
origem. 


Seja (Xo, Yo), Xo > 0 € y, > 0, um ponto da elipse x? + 4y? = 1. Seja T a reta 
tangente à elipse no ponto (Xo, yo). 


a) Verifique que T tem por equacáo 
xXx+4yy=1. 


b) Determine x, de modo que a área do triángulo determinado por T e pelos 
eixos coordenados seja mínima. 


. Uma partícula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e igual a 


1. Outra partícula Q desloca-se sobre a parábola y = 1 — x? de modo que sua 
projeção sobre o eixo x descreve um movimento com velocidade constante e 
igual a 2. No instante t = 0, as partículas P e Q encontram-se, 
respectivamente, nas posições (0, 0) e (0, 1). Determine o instante em que as 
partículas encontram-se mais próximas. 


Dado o triângulo retângulo de catetos 3 e 4, determine o retângulo de maior 
área nele inscrito, de modo que um dos lados esteja contido na hipotenusa. 
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29. Determine o ponto da parábola y = x” que se encontra mais próximo da reta y 
=x-2. 


30. Dois vértices de um retângulo R estão sobre o eixo x e os outros dois sobre o 


A ~ E . .J. z . 

gráfico de y = Ida x > 0. Considere o cilindro que se obtém girando o 
y“ 

retângulo R em torno do eixo x. Determine o retângulo R de modo que o 


volume do cilindro seja o maior possível. 


31. Considere duas retas paralelas r e s. Sejam A e C dois pontos distintos de r e 
B um ponto de s. 


Q B 


Determine Q na reta s de modo que a soma das áreas dos triângulos APC e 
QPB seja mínima. 


32. Considere o triângulo isósceles ABC, com AB = BC. Seja H o ponto médio de 
AC. Determine P no segmento HB de modo que a soma das distâncias de P 
aos pontos A, B e C seja a menor possível. 


33. (Lei de refração de Snellius). Considere uma reta r e dois pontos P e Q 
localizados em semiplanos opostos. 


Uma partícula vai de P a M com velocidade constante u e movimento retilíneo; 
em seguida, vai de M a Q com velocidade constante v, também, com 
movimento retilíneo. Mostre que o tempo de percurso será mínimo se 
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sena sen 


u y 


9.7. CONDIÇÃO NECESSÁRIA E CONDIÇÕES SUFICIENTES PARA MÁXIMOS E 
MÍNIMOS LOCAIS 


Sejam f uma função e p um ponto interior a D, (p interior a D, & existe um 
intervalo aberto I, com I C Dg p € I). Suponhamos f derivável em p. O nosso próximo 
teorema conta-nos que uma condição necessária, mas não suficiente, para que p seja 
ponto de máximo ou de mínimo local é que f (p) = 0. A figura abaixo dá-nos uma 
ideia geométrica do que falamos acima. 


pı é o ponto de mínimo local: f’ (p¡) = 0 

pa é o ponto de máximo local: f* (p,) = O 

f’ (px) = 0, mas px nem é ponto de máximo, 
nem de mínimo; p, é ponto de inflexão horizontal 
p4 é ponto de máximo local, mas f' (pa) * 0; 


p4 não é ponto interior. 


Teorema 1. Seja f uma função derivável em p, em que p é um ponto interior a 
D; Uma condição necessária para que p seja ponto de máximo ou de mínimo 


local é que f (p) = 0. 


Demonstração 


Suponhamos que p seja ponto de máximo local (a demonstração será análoga se p 
for ponto de mínimo local). Assim, existe r > 0 tal que 


fœ) <fp)em p-r, p +r[n Dp 


Como, por hipótese, p é interior a D, podemos escolher r de modo que Jp — r, p + 
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r[ Cc D; Assim 


f(x) < f (p) para todo x em ]p — r, p + rl. 


Como f é derivável em p, os limites laterais 


lim FET CD) A lim HO. fp) 
pape A x>p” «=p 
existem e sáo iguais a f (p): 
Ff' (p= lim HOW) = lim FO) Co) $0) À 
x=>p a p x=>p xP 
"CO = ID) 
Parap<x<pr+r, E = 0; pela conservação do sinal 
lim SO) Jp) $9) <= () 
x> pt x — p 
logo, f (p) < 0. 
PL EA à 
bapora e e = 0; daí 
Ae P 
lim FT It) J (P) = 0 
x>p Xx” Pp 


logo, f (p) > 0. Como f (p) 2 0 ef (p) < 0 resulta f (p)=0. m 


Um ponto p € D, se diz ponto crítico ou ponto estacionário de f se f (p) = 0. O 
teorema anterior conta-nos, então, que se p for interior a D, e f derivável em p, então 
uma condição necessária para que p seja ponto de máximo ou de mínimo local de f é 


que p seja ponto crítico de f. 


Vamos, agora, estabelecer uma condição suficiente para que um ponto p seja ponto 


de máximo ou de mínimo local. 


Teorema 2. Sejam f uma função que admite derivada de 2.º ordem contínua no 
intervalo aberto Ie p € I. 


a) f (p) =0 e f' (p) > 0 = p é ponto de mínimo local. 
b) f (p) =0 e f' (p) <0 = p é ponto de máximo local. 
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Demonstração 


a) Como f” é contínua em I e f' (p) > O, pelo teorema da conservação do sinal, 
existe r > O (tal r pode ser tomado de modo que ]p — r, p + rl esteja contido em I, pois 
estamos supondo I intervalo aberto e p € 1) tal que 


f()>0em]p-r,p+rl. 
Segue que f é estritamente crescente neste intervalo; como f (p) = 0, resulta: 


IF (0<0 emlp-—"r,pl œ 


W'(w)>0 em]p,p+ ri. 


Ff 


p=" p ptr 


à Z 


p 


f'(p)=0ef" (p)>0 


f 


Logo, f é estritamente decrescente em ]p — r, p] e estritamente crescente em [p, p +r [. 
Portanto, p é ponto de mínimo local. 


b) Faça você. E 


Exercícios 9.7 


1. Determine os pontos críticos da função dada e classifique-os (a classificação 
refere-se a ponto de máximo local, ponto de mínimo local ou ponto de 


inflexão). 
4 , 

) ea De oo 
- 

b) x)= JP —21+1 

c) h(x) =x? - 3x? + 3x- 1 

d) fœ = - 


xt +20) + x2 41 
e) f(x) =x*- 4x? + 6x? — 4x +1 
À go) = e™ 
2. Suponha que f admite derivada de 3.º ordem contínua no intervalo aberto 1 e 
seja p € I. Prove que se f (p) = f' (p) = 0 e f” (p) 40 então p é ponto de 


inflexão horizontal. 
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3. Suponha que f admite derivada até a 4.º ordem contínua no intervalo aberto 1 
e seja p E I. Prove que se f (p) = f" (p) = f” (p) = 0 e f® (p) 4 0, então p será 
ponto de máximo local se f (p) < O e será ponto de mínimo local se (4% (p) > 
0. 


4. Generalize os resultados obtidos nos Exercícios 2 e 3. 


(x) i 
«x % 0. Suponha que p é 


Seja f derivável em R e seja g dada por g (x) = J 


ponto de máximo local de g. 


a) Prove que p f (p) — f (p) = 0. 
b) Prove que a reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa p passa pela 
origem. 


6. Suponha que f seja derivável até a 2.º ordem em R e tal que para todo x 


Fo +xf E. 


a) Prove que f não admite ponto de máximo local. 

b) Prove que, se f admitir um ponto crítico xp, então xp será ponto de mínimo 
local. 

c) Prove que f poderá admitir no máximo um ponto crítico. 


7. Suponha que f seja derivável até a 2.º ordem em R e tal que para todo x 
xf ()+P09=2. 
a) Prove que, se x, for ponto de máximo local, então x, < O. 
b) Prove que, se x, for ponto de mínimo local, então x, > 0. 
c) Prove que f(x) > O para todo x. 
(Sugestão: Observe que f (0) = 2.) 


8. (Teorema de Darboux.) Suponha g derivável em [a, b], com g' (a) < 0 e g' (b) 
> 0. Prove que existe c em Ja, b[ tal que g' (c) = 0. Interprete 
geometricamente. 


(Sugestão: Verifique que o valor mínimo g (c) de g em [a, b] é tal que g (c) < g 
(a) e g (c) < g (b).) 


9. Suponha g derivável no intervalo I e tal que g' (x) 4 0 em todo x de I. Prove 
que 


g' (x) > 0 em todo x € I 
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ou 


g' (x) < 0 em todo x € I. 


10. Suponha g derivável em [a, b] e seja m tal que g' (a) < m < g' (b). Prove que 
existe c em Ja, b[ tal g' (c) = m. 


(Sugestão: Aplique o Exercício 8 à função f (x) = g (x) — mx.) 


11. Seja y = f (x) uma função derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto I, tal 
que para todo x € T. 


Ft (0) -If6)1=0 
f(x) 40. 


a) Verifique que f” é contínua em I. 
b) Prove que f não admite ponto de máximo local em I. 
12. Seja y = f (x) derivável até a 2.º ordem em |-r,r [, r > 0, tal que, para todo x € 
1-r, nl, 


F (9 +) — x [f09”=0. 
Suponha, ainda, que f (0) = 0 e f (0)=1. 


a) Prove que f não admite ponto de máximo local em JO, r]. 
b) Prove que f não admite ponto de mínimo local em ]-r, 0]. 
c) Prove que f é estritamente crescente em ]-r, r]. 


9.8. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO CONTÍNUA EM INTERVALO FECHADO 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b]. O teorema de Weierstrass 
(veja Cap. 5) garante-nos que f assume em [a, b] valor máximo e valor mínimo. Vamos 
descrever, a seguir, um processo bastante interessante para determinar os valores 
máximos e mínimos de f em [a, b]. Suponhamos f derivável em Ja, b[. Seja f (p) o 
valor máximo de f em [a, b]; deste modo, p ou é extremidade de [a, b] ou p € Ja, bl; se 
p € la, b[, pelo teorema 1 da seção anterior, f (p) = O. Segue que, para se obter o 
valor máximo de f em [a, b], é suficiente comparar os valores que f assume nas 
extremidades de [a, b] com os assumidos nos pontos críticos que pertencem a Ja, b[. O 
valor máximo de f em [a, b] será então o maior desses valores. Evidentemente, o valor 
mínimo de f em [a, b] será o menor daqueles valores. 

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os valores 
máximos e mínimos de f em [a, b], no caso em que f é contínua no intervalo fechado 
[a, b] e não derivável em apenas um número finito de pontos de [a, b]. 


Exercícios 9.8 


347 


Determine os valores máximos e mínimos (caso existam) da funcáo dada, no 
intervalo dado. 


LOA e — e —2+3em FA: 


2. e (x) = e —3x+3x— 1em [FZ i]: 
, x5 y 3 2 
3. f(x) = > e E + dx — 4x + 1 em [—3, 3]. 


4. f(x) = sen x — cos x em [0, 77]. 


E 


5. f(x) = 3x — 2x2 em [=1;:2]: 


6. fx) = y em JO, 2[. 


x” — 2x 
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10 


PRIMITIVAS 


10.1. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM DERIVADAS IGUAIS 


Já sabemos que a derivada de uma função constante é zero. Entretanto, uma função 
pode ter derivada zero em todos os pontos de seu domínio e não ser constante; por 
exemplo 


| l se x>0 
fl) =: 
ls | se x<0 


é tal que f(x) = 0 em todo x no seu domínio, mas f não é constante. O próximo 


teorema, que é uma consequência do TVM, conta-nos que se f tiver derivada zero em 
todos os pontos de um intervalo, então f será constante neste intervalo. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo I. Se f(x) = O em todo x interior a I, 


então existirá uma constante k tal que f (x) = k para todo x em I. 


Demonstração 


Seja xy um ponto fixo em I. Vamos provar que, para todo x em I, f(x) = f (Xp), o que 
significará que f é constante em I. Para todo x em I, x Ź xo, existe, pelo TVM, um y 
pertencente ao intervalo aberto de extremos x e x, tal que 


Fœ -Ff a) =f O) A xo). 


(Observe que de acordo com a hipótese, f é contínua no intervalo fechado de extremos 
x e xy e derivável no intervalo aberto de mesmos extremos.) 


Como y é interior a I, pela hipótese f (y) = 0, logo 
f(x) = f (xo) = 0 ou f(x) = f (xo) 
para todo x em I. Tomando-se k = f (xo), resulta o teorema. E 
Como consequência deste teorema, provaremos que se duas funções tiverem 


derivadas iguais num intervalo, então, neste intervalo, elas diferirão por uma 
constante. 
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Corolário. Sejam fe g contínuas no intervalo I. Se f(x) = g' (x) em todo x interior 
a I, então existirá uma constante k tal que 


g 0) =f0) + k 


para todo x em I. 


Demonstração 


A função h (x) = g (x) — f(x) é contínua em Te para todo x interior a I, h' (x) = g ' 
(x) — f(x) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que 


g0)-fl)=k ou g(x)=f(x) +k 
para todoxem I. m 


Observamos que se f e g satisfizerem as hipóteses do corolário e se f (xo) = g (Xo) 
para algum x, € I, então f (x) = g (x) para todo x € I. De fato, pelo corolário, existe k 
tal que 


g (9) =f0) + k 


para todo x em I. Em particular, g (xp) = f (xo) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) = f (x) em 
I. 

Já vimos que se f (x) = e*, x € R, então, f(x) = e*, ou seja, a função f (x) = e* goza 
da seguinte propriedade: a sua derivada é ela própria. O próximo exemplo nos mostra 
que as únicas funções que gozam desta propriedade são as funções da forma f (x) = 
ke*, em que k é uma constante. 


EXEMPLO 1. Seja f definida e derivável em e tal que, para todo x, f(x) = f (x). Prove 
que existe uma constante k tal que, para todo x, tem-se f (x) = k e*. 


Solução 


E ọ , : f(x) ; f 
A ideia para a prova e considerar (0) quociente - - e mostrar que a sua derivada e 
E: 


zero. Temos 


f(x) | f (xe — fx) er 


ex e2x 


Da hipótese f (x) = f (x) segue 
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_— = 
e 


| f(x) y —- f(x) e- fae _ 


ex ) 


para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para todo x, 


ou seja, 
f (x) = kæ. 


; , E de «o dy a 
O exemplo acima nos diz que as soluções da equação diferencial E = y são as 
dx 
funções da forma y = k e*, k constante, isto é, 


dy 
de = y > y = ke” k constante. 
dx 


Observe: y = f (x) é solução da equação diferencial E = y se, e somente se, a 
dx 
derivada de f for ela própria. 


EXEMPLO 2. Determine y = f(x), x € R, tal que 


dy e 
— = y e f(0) = 2 
dx 
Solução 
dy 
— = y & y = k æ, k constante. 
dx 


Assim, a f procurada é da forma f (x) = k e*, com k constante. A condição f (0) = 2 nos 
permite determinar a constante k. De fato, de f (x) = ke* segue f (0) = k e, portanto, k = 
2. A função que satisfaz o problema dado é, então, f (x) = 2 e*. Ou seja, y =2 œ“. m 


Consideremos, agora, a função f (x) = e”, a constante. Temos f (x) = a e”, ou seja, f 
'(x) = a f (x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja Exercício 1) que as 
únicas funções que satisfazem a equação f(x) = a f (x), x E R e a constante, são as 
funções da forma f (x) = k e”, k constante. Ou seja, sendo «a constante, tem-se 
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sil 
— = ay e y = ke”, k constante 
ou 


f(x) =a f (x) © f (x) = ke”, k constante 


EXEMPLO 3. Determine a função y = y (x), x E R, que satisfaz as condições 
1 , 
O 3y e y(0)= —1. 
dx 


Solução 


dy e 
F 3y & y = ke” (k constante). 
dx 


Da condição y (0) = —1, resulta k = —1. A função procurada é y = -e%,x ER. E 


EXEMPLO 4. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto I, com 1 
€ I, tal que f (1) = 1 e, para todo x em I, 


dy 
— = xy 
dx 
Solução 
Devemos ter, para todo x em J, 
PO) =x f (x). 


Como a função f deve ser derivável em I, resulta que f deve ser, também, contínua em 
I. Então, a condição f (1) = 1 e o teorema da conservação do sinal garantem-nos que, 
para x próximo de 1, devemos ter f (x) > 0. Vamos, então, procurar f, definida num 
intervalo aberto I, e que, neste intervalo, satisfaça a condição f (x) > 0. Temos, então, 


L0) =x,x€El. 
Jx) 
À ss PUE xV 
Lembrando que [ In f(x) ] = — e que | ll Ga x, resulta 


EO Wi 
[ In fo Y=| — | 
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e) 


para todo x em I. Como as derivadas das funções In f (x) e Y são iguais em I, do 
3 
corolário acima resulta que existe uma constante k tal que, para todo x em 1, 


y 


In f(x) = 2 K. 
? 
Da condição f (1) = 1, segue 


In 1 = 


|= 


e, portanto, k = ——. Assim, a função 


l 
2 


ye 
satisfaz as condições dadas. (Observe que esta é uma função satisfazendo as condições 


dadas. Será que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta é a única função 
definida em R e satisfazendo as condições dadas.) E 


EXEMPLO 5. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto I, com 1 
€ I, tal que f (1) = —1 e, para todo x em I, 


Solução 


Devemos ter, para todo x em IJ, 
PG) =2 [FO 
A condição f (1) = —1 permite-nos supor f (x) < 0 em I. Temos, então, 
[FCT fQ)=2,x ET 
Lembrando que (-[ f()] Y' = [f T° f(x) e que (2x)! = 2, resulta 


EIC =Qx), x EI. 


Pelo corolário, existe uma constante k tal que, para todo x € I, 
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= [f(Q]! = 2x + k. 


Da condição f (1) = —1, segue k = —1. A função 


Xx > 


ee | 
Ft) = 2x -1""" 2 


E moss e BRs 
satisfaz as condições dadas. (A condição x > 5 é para garantir que 1 pertença ao 


domínio def) m 


Exercícios 10.1 


1. Sejaf:R > R, derivável e tal que para todo x, f(x) = a f(x), a constante não 
nula. Prove que existe uma constante k, tal que, para todo x, f (x) = ke”. 


2. Determiney=f(x),x € R, tal que 


1)=21()ef(0) =1. 
(Sugestáo: Utilize o Exercício 1.) 


3. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x, de modo que em cada instante t a 
velocidade é o dobro da posição x = x (t). Sabe-se que x (0) = 1. Determine a 
posição da partícula no instante t. 


4. A função y = f (x), x E R, é tal que f (0) = 1 e f(x) = -2 f(x) para todo x. 
Esboce o gráfico de f. 


5. Seja y = f (x), x € R, derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f" (x) + f 
(x) = 0. Seja g dada por g (x) = f(x) sen x — f (x) cos x. Prove que g é 
constante. 


6. Sejaf: R > R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f” (x) + f (x) = 
0. Prove que existe uma constante A tal que 


FOA coa |! 
sen x 


para todo x em ]0, z#[. Conclua que exista outra constante B tal que, para todo x 
em ]0, zl, f(x) =A cos x + B sen x. 


(Sugestão: Utilize o Exercício 6.) 


7. Sejaf: R — R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f" (x) — f (x) = 
0. 
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a) Prove que g (x) = e* [f (x) - f(x)], x € R, é constante. 
b) Prove que existe uma constante A tal que, para todo x, 


(1) Ae | 
feto is | =0. 
e* 


c) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f(x) = A e™ + Be, 
para todo x. 


8. Sejam fe g duas funções definidas e deriváveis em R. Suponha que f (0) = 0, 
g (0) = 1 e que para todo x 


fO)=90) e g 0)=-[09). 


a) Mostre que, para todo x, 


(f (x) — sen x)? + (g (x) — cos x)? = 0. 
b) Conclua de (a) que f(x) = senx e g (x) = cos x. 


9. Utilizando o Exercício 1, determine a única função y = y (x), x € R, que 
satisfaça as condições dadas. 


= l 
y e y(0)=2 d) —=x42 y e del 


i l 

dd 2 dx 

10. Determine a função cujo gráfico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a reta 
tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto de abscissa x + 
1. 

11. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto, satisfazendo 
as condições dadas 


dy X E 
a) — = —, y(0)=1 
3 À 

dx y 


dy 
b) = = y sen x, y (0) = 1. 
dx 


12. Seja f: R > R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, 


f (9) = —f09. 


a) Mostre que, para todo x, 
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1 di ets ai 
— [op +H(f(x)? | = 
ax 


b) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x, 


LPO + IOP = E. 


13. Sejam f(t), g (t) e h (t) funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 


(F'O = g 
3 8'(t) = —f (1) — h(t) 
lar(1) = (0. 


Suponha que f (0) = g (0) = h (0) = 1. Prove que, para todo t, 
[FOP + [g (OY + [h (OP =3 
14. Sejam f (t) e g (t) funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 


f' (1) =2g(t) 
2 (10) = —F (t). 


Suponha, ainda, que f (0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo t, o ponto (f (t), 


g (t)) pertence à elipse — +y? =l. 


-= 


10.2. PRIMITIVA DE UMA FUNÇÃO 


Seja f uma função definida num intervalo I. Uma primitiva de f em I é uma função 
F definida em 1, tal que 


PO) =f) 


para todo x em I. 


| A e : 
EXEMPLO 1. F (x) = = xX é uma primitiva de f(x) = x° em R, pois, para todo x em 


R, 
PEA = ES l — £. 
3 


Observe que, para toda constante k, G (x) = e + ké, também, primitiva de f (x) 


l 
3 


356 


=x). E 


EXEMPLO 2. Para toda constante k, F (x) = 2x + k é primitiva, em R, de f(x) = 2, 
pois, 


10) =(Qx+k) =2 


para todo x. E 

Sendo F uma primitiva de f em I, então, para toda constante k, F (x) + k é, também, 
primitiva de f. Por outro lado, como vimos na seção anterior, se duas funções têm 
derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. 
Segue que as primitivas de f em I são as funções da forma f (x) + k, com k constante. 
Diremos, então, que 


y=f(x)+k, kconstante, 


é a família das primitivas de f em I. A notação | f(x) dx será usada para representar a 


família das primitivas de f: 


| FO) dx =f() + k. 


Na notação | f(x) dx, a função f denomina-se integrando. Uma primitiva de f será, 


também, denominada uma integral indefinida de f. É comum referir-se a pro dx 
como a integral indefinida de f. 


Observação. O domínio da função f que ocorre em pro dx deverá ser sempre um 


intervalo; nos casos em que o domínio náo for mencionado, ficará implícito que se 
trata de um intervalo. 


EXEMPLO 3. Calcule. 


a) Í x? dx. b) Í dx. 


Solução 
l 7 d » » x? 
a) ye = x*. Logo, ES dx = T +k 


>) O integrando é a função constante f (x) = 1. Então 


Jdx=[1:dx=x+k 
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pois, (x) =1. m 
EXEMPLO 4. Calcule f xº dx, em que a # —1 é um real fixo. 
Solução 


l a+l i a a por i 
X = x%, logo, | x% dx = +k 
a+l a+1 


EXEMPLO 5. Calcule 


a) f x? dx b) -zh 
Solução 
a) | x? dx = a k, pois, El = + Al =x? 

- 4 + 
b) f A = f xT? dx = = x72+1 + k (veja Exemplo 4) 
ou seja, 


e, portanto, 


EXEMPLO 6. Calcule | Vx? dx. 


Solução 


3 
w| N 
+ 


j = Ñ 
f 3 x? dx= Í x3 dx = 


ou seja, 


EXEMPLO 7. Calcule | x + a +4 | dx. 
Solução 


5+1 -3+1 


5+1 -3+ 


fas +x + 4)dx = 


ou seja, 


| 6 y-2 
[(++5+4]a=-2-2E + 4x+k 
x 6 2 


e, portanto, 


5 l ; xô l | 
f W+q+4á a RAT k. 
a 6 2x“ 


/ da o 


EXEMPLO 8. Calcule | LFA A), 
x 


Solução 
| | | 
[ax = (In x)+k (x > 0) 
X 


pois 
(In x + k = L 


K 
Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta 


ya +1 


+k se a *—1 
a+l 


Í x“ dx = 


A x)+k se a=-—1(x>0) 


EXEMPLO 9. Calcule | E + vz] dx, 
bs 


Solução 
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to | oa 


X 3 


| 
A qu dx = (In x) + tk 
x | 


j 


bo | us 


ou seja, 


f Í —+ yx Jas = (In x) + ed + k. [a 
x E 


EXEMPLO 10. Seja a um real fixo, a % 0. Calcule Í e dx. 


Solução 

l ax i ax 

—E = e*, logo, 

a 

f e% dx = R ex +k. a 
a 
EXEMPLO 11. Calcule. 
a) f e*¥ dx. b) f ex dx. 
Solução 
l ; , À na 

a) f e* dx =e* +k. b) f e2X dx = e +k 


EXEMPLO 12. Determine y = y (x), x € R, tal que 


dy 2 
dx 
Solução 
dy > 
=x") = fx? dx 
dx 
Assim, 
3 
y“ 
y= — +k. a 
3 


Vimos, ao final da seção anterior, que se f(x) = G' (x) para todo x no intervalo I e 
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se, para algum x, em I, F (xp) = G (xp), então, f (x) = G (x) em I. Segue deste resultado 
que se f admitir uma primitiva em I e se xp, y, forem dois reais quaisquer, com x, € I, 
então existirá uma única função y = y (x), x € I, tal que 
[dy 

— = f(x), x el, 
Jae 


Ly (x0) =Y0- 


EXEMPLO 13. Determine a única função y = y (x), definida em R, tal que 


dy 2 
= ay 
dx 
y(0)= 2 
Solução 
EM 2 >) = a ai + 
dx 3 


A condição y (0) = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2. Vamos determinar 


k para que esta condicáo esteja satisfeita. 


ella Š l ; 
Substituindo, então, em y = ae + k, x por 0 e y por 2, resulta k = 2. Assim, 


- 


l 
y=233 +2 
8 


EXEMPLO 14. Determine a função y = y (x), x € R, tal que 


12 r 
Tl x+], y(0)=1e y'(0)=0. 
dx“ 
Solução 
d2y dv 
7=x+ | > — = fa + 1) dx. 
dx“ dx 
Assim, 
y 
ay = = + x + ki 
dx 2 
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dy 
Para se ter y’ (0) = 0 ou — = (), é preciso que k, = 0. Assim, 


aX lr=0 
dy xs 
dx 2 


daí 


À a 
EXEMPLO 15. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x e sabe-se que no instante t, t 
> 0, a velocidade é v (t) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante t = O a partícula 


encontra-se na posição x = 1. Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t. 
Solução 


lx 
a -jAi ex(M=1. 
dt 


Temos: 


P prt == Ort d= +1+k 
F 


Para k = 1, teremos x = 1 para t = 0. Assim, 


x()=t+t+1. m 
Exercícios 10.2 


1. Calcule. 
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a) | x dx b) Í 3dx 


c) l] (3x + 1) dx d) Í (x? + x+ Ddx 
e) l] x? dx F) Í (x? +2x + 3) dx 
g) | -zh (+ Jas 
D ras j [Nx x 
Dfi r++ jas m) | Q + 4x) dx 
n) l] (ax + b)dx, a e b constantes 0) Í 3x2 + x + = Ja 
p) f(x +5 ja a f (+ Jas 
+ E 
r) [Gi + 3a 9 | 2x? = Ja 


8 
x*+1 
o | á dx 
x 


2. Seja a % O um real fixo. Verifique que 
l l 
a) | sen ax dx = —— cos ax + k b) | cos ax dx = — sen ax + k 
Q a 
3. Calcule. 
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a) Í e” dx b) Í e * dx 


c) Í (x + 3e dx d) Í cos 3x dx 

e) Í sen 5x dx f) Í (e + Wa 

g) f (x? + sen x)dx h) Í (3 + cos x)dx 

. e*+e* E | 

y ¡as Df Er dx 
l 

D) l] (sen 3x + cos 5x)dx m) Í — +e“ Jax x>0 
x 

n) Í sen dx 0) Í cos id dx 

2 3 

p) Í (x + cos 3x)dx q) Í (x + e) dx 

r) Í 3+e dx s) Ei dx 

nfa — cos 4x)dx o f(2+sen > ) as 


4. Verifique que 


l 
a) == dx =arecsenx+k,-1<x<l1 
1 _ x? 


l 
b) Í dx = arctgx + k 
l + x? 


5. Determine a funcáo y = y (x), x € R, tal que 
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dy dy 3 


a) = =3x-—1 e y(0) = 2 b) =x —-x+ley(1)=1 
dx dx 
ly ly 

c) O = cosx e y (0)=0 d) O Z sen 3x e y (0) = 1 
dx dx 

, Ty ma. 

GO sra p=. ¥ e y(0)=1 

dx 2 dx 
6. Determine a função y = y (x), x > 0, tal que 

ly | ly | 

= = - e y()= 1 == E y (0)= 2 
dt Xz dx x 
ly | ly | | 

d =x+— e y(1)=0 d = = -+ — e y(1)= 
dx yx dx xX r 


7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = t + 3, t 2 0. 
Sabe-se que, no instante t = 0, a partícula encontra-se na posição x = 2. 


a) Qual a posição da partícula no instante t? 
b) Determine a posição da partícula no instante t = 2. 
c) Determine a aceleração. 


8. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = 2t — 3, t 2 0. 
Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se na posição x = 5. 
Determine o instante em que a partícula estará mais próxima da origem. 


9. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = at + vo, t2 0 
(a e v, constantes). Sabe-se que, no instante t = O, a partícula encontra-se na 
posição x = xp. Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t. 


10. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (t), t > 
0. Determine x = x (t), sabendo que 


dx 2 
a) — =2t +3 e x(0)=2 bv()=f-1 e x(0)= —1 
dt 
d2x dy —t 
c) —> =3,v(0)=1 e x(0)=1 d —s =e ,v(0)=0ex(0)=1 
dt dt^ 
p) a] 
dx o BER ; 
e) — = cos 2t, v (0) = 1 e x(0)=0 f) —5 = sen 3t, v (0)=0 e x(0)=0 
dt* dt” 
dx 
g) = — e x(0)=0 
dt LES 
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11. Esboce o gráfico da função y = y (x), x € R, sabendo que 


dy d?y , 
a) ps =2x-1ey(0)=0 b) F 5 = —4cos 2x, y (0)= 1 e y'(0)=0 
dx dx” 
A 
1º y E ly 
c) =e*"y(0)=0e y 0)=-1 q L = -~ e y(0)=0 
dr“ dx Fx 
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11 


INTEGRAL DE RIEMANN 


Neste capítulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e estudaremos 
algumas de suas propriedades. A integral tem muitas aplicações tanto na geometria 
(cálculo de áreas, comprimento de arco etc.) como na física (cálculo de trabalho, de 
massa etc.), como veremos. 


11.1. PARTIÇÃO DE UM INTERVALO 


Uma partição P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = (Xp, Xy, X2 -< Xp) 
em quea =X <M<x<..<x=b. 
Uma partição P de [a, b] divide [a, b] em n intervalos [x; - ,, xd, i= 1, 2, ..., N. 


LN M X2 Xj-1 Xi Xa- *n=b 


A amplitude do intervalo [x;- 4, x;] será indicada por Ax; = X; — x; ,. Assim: 


Os números Ax,, Ax», ..., Ax, não são necessariamente iguais; o maior deles 
denominase amplitude da partição P e indica-se por máx Ax;. 
Uma partição P = (xo, X1, X2, -.., Xn? de [a, b] será indicada simplesmente por 


P:a=x<X%<X <... < X, =b. 
11.2. SOMA DE RIEMANN 


Sejam f uma função definida em [a, b] e P : a = xo < X4 < X < ... < Xp = b uma 
partição de [a, b ]. Para cada índice i (i = 1, 2, 3, ..., n) seja c; um número em [x;- ,, X;] 
escolhido arbitrariamente. 


c) Cc, Ci Ci 
| bo w iara , 
9 yo y y ‘o 
a=x, x] Y, Xi1 * Xn-1 b=X, 


Pois bem, o número 
n > m > - 
Y» f(c) Ax = f (c1) Ax, + f(c) Axo + ... + f(c,) Ax, 


¡=1 
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denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partição P e aos números C,. 

Observe que, se f (c,) > 0, f(c;) Ax, será então a área do retângulo R; determinado 
pelas retas x = x; - 1, X = X; y = 0 e y = f (ci); se f (c;) < 0, a área de tal retângulo será -f 
(ci) Ax;. 


f(c) Ax; = área de R; área de R; = —f(c;) Ax; 


Geometricamente, podemos então interpretar a soma de Riemann 
n ` 
E f (GAX 
1=1 


como a diferença entre a soma das áreas dos retângulos R; que estão acima do eixo x e 
a soma das áreas dos que estão abaixo do eixo x. 


6 
© Fle)A x , a 
2 f(c¡) À x; = soma das áreas dos retán- 


i=l b . y 
gulos acima do eixo Ox menos soma das áreas 
dos abaixo do eixo Ox 


Seja F uma função definida em [a, b] e seja P:a=x,<X, < Xə < X; < X4 = b uma 
partição de [a, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando se passa de x = a 
para x = b é igual à soma dos acréscimos F (x;) — F (x;_ ,) para i variando de 1 a 4: 


F (b) - F (a) = F (x4) — F (x0) = [F (x) F (%3)] + [F (x3) = F (x5)] + [F (x) — F (xı)] 
+ [F (x1) — F (xo) 1. 


Isto é: 
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4 
F(b)- F(a)= Y [F(x;) — F(x;-1)1 
¡=1 


l 


De modo geral, se P: a = Xg < X4 < X2 < ... < X, = b for uma partição de [a, b], então 


n 
F(b)- F(a)= 2 [F(x;)— E 
=1 


i 


EXEMPLO. Sejam F e f definidas em [a, b] e tais que Fº = f em [a, b]; assim F é uma 


primitiva de f em [a, b]. Seja a partição P : a =x, < xXx, <x,<... 


Prove que escolhendo convenientemente c, em [x; _ ,, x;] tem-se 


r 
F(b)— F(a)= * f(c;) Axi. 
1=1] 


Solução 


Pelo que vimos acima 


n 
F(b)— F(a) = 2 ¡Bl Ee) 


l 


Pelo TVM, existe c; em [x; ,, x;] tal que 
F (x) — F (x-1) = F' (6) ( — x-1) 


e como F' = fem [a, b] e Ax; = x; — x; , resulta 


n 
F(b)— F(a)= * f(c;) Axi. 


i=l 


< x, = b dela, b]. 


Suponhamos, no exemplo anterior, que f seja contínua em [a, b] e que os Ax; sejam 
suficientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de c; em [x; - 4, xd, f (c) deve 
n 


diferir muito pouco de f (C;). É razoável, então, que nestas condições > f (c;) Ax; seja 


uma boa avaliação para o acréscimo F (b) — F (a), isto é: 


rn 
F(b)— F(a)= Y f(ci) Ax;. 


1=1 


— 


i=1 


É razoável, ainda, esperar que a aproximação acima será tanto melhor quanto 
menores forem os Ax;. Veremos mais adiante que, no caso de f ser contínua em [a, b ], 
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n 
F(b)— F(a)= lim Y f(c;) Ax, 


máx Ax;50 (=| 
em que máx Ax; indica o maior número do conjunto {Ax; | i = 1, 2, ..., n} 


O sentido em que tal limite deve ser considerado será esclarecido na próxima 
seção. Observe que máx Ax, > 0 implica que todos os Ax, tendem também a zero. 

Vejamos uma versáo cinemática do que dissemos anteriormente. Consideremos 
uma partícula deslocando-se sobre o eixo 0x com função de posição x = x (t) e com 
velocidade v = v (t) contínua em [a, b]. Observe que x = x (t) é uma primitiva de v = v 
(t). Seja a = tọ < t4 < t, < ... < t, = b uma partição de [a, b] e suponhamos máx At, 
suficientemente pequeno (o que implica que todos os At; são suficientemente 
pequenos). Sendo c; um instante qualquer entre t; _ , e t, a velocidade v (c;) é um valor 
aproximado para a velocidade média entre os instantes t;_4 € t; 


Ax; 
“L ou Ax; S v(c;) At; 
At; 


v(c;) = 


(observe que, pelo TVM, existe um instante C; entre t; _ , e t; tal que Ax; = v (c;) At), 
onde Ax; é o deslocamento da partícula entre os instantes t; _; e t. Como a soma dos 
deslocamentos Ax;, para i variando de 1 a n, é igual ao deslocamento x (b) — x (a), 
resulta 


n 
x(b)— x(a) = Y v(c;) At; 
i=l 


E razoável esperar que, à medida que as amplitudes At; tendam a zero, a soma 
n 


> v(ci) Af; tenda a x (b) - x (a): 
i=] 


n 


x(b)— x(a)= lim 2 v(c;) At;. 
máx 81,50 i=1 


11.3. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINIÇÃO 


Sejam f uma função definida em [a, b] e L um número real. Dizemos que 
n 


>» f(c;) Ax;tendeaL, quando máx Ax; — 0, e escrevemos 
i=] 


n 


lim Y» f(c;) Ax; = L 


máx Ax;>0 i=1 


se, para todo € > 0 dado, existir um ó > 0 que só dependa de e mas não da particular 
escolha dos c; tal que 
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n 
2 FícdAr: = E 


1=1 


< € 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax, < ô. 
Tal número L, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de 


b 
Riemann) de f em [a, b] e indica-se por Í f(x) dx. Então, por definição, 
a 


b n 
Í fix) dx= lim 2 f(c;) Ax; 
a 


máx Ax, > 0 j=] 


b 
se Í f(x) dx existe, então diremos que f é integrável (segundo Riemann) em [a, 
a 


E b 
b]. E comum referirmo-nos a | f(x) dx como integral definida de fem [a, b]. 
a 


Observação. Pomos, ainda, por definição: 


a a b 
| fix) dx =0e Í f(x) dx = — Í f(x)dx (a <b). 
a > a 


11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


Teorema. Sejam f, g integráveis em [a, b] e k uma constante. Então 


a) f + g é integrável em La, b] 


b b b 
| (f(x) + e (x)] dx = Í fædre + Í £ (x) dx. 
a a a 


b b 
b) kf é integrável em [a, b] e | kf (x) dx = k Í f(x)dx. 
a a 


b 
c) Se f (x) > 0 em [a, b], entáo | fO)dxz0. 
a 


d) Sec € Ja, bl e fé integrável em [a, c] e em [c, b] então 


b c b 
| f(x) dx = Í f(x) dx + | f(x) dx. 
E a C 


1 
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Demonstração 


a) Para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c; em [x; _ ,, x; ] 


= 


= 


1 b 
y F(c;) Ax; = | f(x)dx 
1=1 a 


n b b 
> [f(c;) + g(c;)] Ax; — ] Fi dx + Í edr 
i = 1 a a 


n b 
2, g(c;)Axi =] g(x)dx 
] a 


¡=1 


Da integrabilidade de fe g segue que dado e > O existe ó > 0 tal que 


no. b . € 
2 PEDIA: =] fíx)dx|< — 
p= i a 2 
e 
n b € 
2, g(c;JAx; — | g(x)dx|< = 
i=l a Z 


para toda partição P de [a, b] com máx Ax; < ó. Logo, 


<E 


n b b 
2 [f (c) + g(c;)] Ax; — I f(x)dx + | goods | 
a a 


i=| 


para toda partição P de [a, b] com máx Ax; < ó. Assim, 
n b b 
lim Y» [f(ci)+ g (c)] Ax; = Í f(x)dx + Í g (x) dx 
máx Ax, > 0 ;=1 a a 


ou seja, f + g é integrável e 
b a b f b 
f [ f(x) + g (x)] dx = Í f(x) dx + Í g(x) dx. 
a a a 


b) Fica como exercício. 


c) Como f (x) > 0 em [a, b], para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a 
escolha dos c; 


n 
Y» f(c;) Ax; >0. 
i=] 
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b b 
Se tivéssemos f f(x) dx < 0, tomando-se € > O tal que f f(x) dx+e<0, 
a a 


existiria um ó > O tal que 


b n b 
| FOWd-e< 2 JlqA<|I(mMd+e 
a a 


i=l 


para toda partição P de [a, b] com máx Ax; < ó. Assim, para alguma partição P 
teríamos 


n 


La Fly do: O. 


t=1 


que é uma contradição. 


d) Para toda partição P de [a, b], com c € P, 


a xı x2 Xm — 1 c Em +] Ya- 1 b 


= 


n . e. b . 
2, f(c) Ax; — J FLIA" E code | 


1=1 


m c 
<| >» f(c;)Ax; — Í f(x)dx| + 
a 


i=l r=m+1 


n b 
2 J(c)Ax;- Í rwa 


Como, por hipótese, f é integrável em [a, c] e em [c, b], dado € > 0, existe 6 > O tal 
que, para toda partição P de [a, b], com c € P, e máx Ax; < 6 


m ] C € 
2 fc; JAx; — Í EAE AT d <— 
(=l a 2 
e 
n b € 
| 2 F(c;JAx; — Í fíx)dx|< E 
i=m Cc ds 


e, portanto, 
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n 


c b 
2 f(c;) Ax; — Í fíx)dx+ Í fods 
l a c 


= 


med 


ni = 


Segue, então, da integrabilidade de f em [a b] que 


b € b 
| f(x) dx = f Fix) dx + f f(x) dx. (Por quê?) m 
a a C 


11.5. 1.° TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


De acordo com a definição de integral, se f for integrável em [a, b], o valor do 
limite 


n 
lim 2, f(c;) Ax; 
máx Ax; 50 ¡=1 
EA . b 
será sempre o mesmo, independentemente da escolha dos c, e igual a | f(x) dx. 
a 
Assim, se, para uma particular escolha dos c; tivermos 
n 
lim Y flc) Ax; = L 
máx Ax >0 ¡=1 
b 
entáo teremos L = Í f(x) dx. 
a 


Suponhamos, agora, que f seja integrável em [a, b] e que admita uma primitiva f (x) 
em la, b], isto é, F'(x) = f (x) em [a, b]. Seja P : a = xo < X4 < X% < ... < X, = b uma 
partição qualquer de [a, b]. Já vimos que (veja exemplo da Seção 11.2) 


n 
F(b)-F(a)= 2 [F@) -FG;- q]. 
i=] 


Segue, então, do TVM, que, para uma conveniente escolha de c; em [x; 4, xil, 
teremos 


n 
F(b)— F(a)= Y F'(c)Ax 
i=l 
ou 
n 
(1) F(b)-F(a)= Y f(c,) Ax, 
i=l 


Se, para cada partição P de [a, b], os €; forem escolhidos como em Q, teremos 
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n 
lim Y, f(c¡) Ax; =F (b)— F (a) 


máx Ax; -0 ;=1 


e, portanto, 


b 
| f(x) dx = F (b)— F (a). 
a 


Fica provado assim o 


1.” teorema fundamental do cálculo 


Se f for integrável em [a, b] e se F for uma primitiva de fem [a, b], entáo 


b 
f Fœ dx= F (b) - F (a). 
a 


Provaremos mais adiante (veja Apêndice 4) que toda função contínua em [a, b] é 
integrável em [a, b]; por ora, vamos admitir e utilizar tal resultado. Segue, então, do 
1.° teorema fundamental do cálculo que se f for contínua em [a, b] e F uma primitiva 
de fem [a, b], então 


b 
| Fo) dx = F (b)— F (a). 
a 


A diferença F (b) — F (a) será indicada por [FF (x)] ' , assim 


b 
| f(x) dx =[F O, = F (b) — F (a). 
a d 


>, 


EXEMPLO 1. Calcule | “x de 
Solução 


F (x) = — x é uma primitiva de f (x) = x° e f é contínua em [1, 2], assim 


X 
3 


ou seja, 


3 
EXEMPLO 2. Calcule Í Ade 

En 
Solução 

3 3 

Í 4dr =[4x]2=12-4(-)=16 
ou seja, 
3 
Í 4dx=16, 

2 
EXEMPLO 3. Calcule Í (13 +3x—1 dx. 

0 
Solução 

2 4 3 2 4 ” 
| (tarpana = a 12 
0 4 
0 
ou seja, 
2 
| (13+3x-Ddx=8. 
0 


2 


EXEMPLO 4. Calcule | A 
1 x? 


Solução 


Assim, 


n " 
EXEMPLO 5. Calcule | (+ + =] dx. 


Solução 


ou seja, 


2 2+3 
o pre Ba, . 
| É as 8 


EXEMPLO 6. Calcule | Y ande 
0 


Solução 
= l z i l 
8 sen 2x dx = | —— cos 2x NS cos Er + — 
0 2 0 2 4 2 
ou seja, 
T 
e 2 — AN 74 
8 sen 2x dx = =——. E 
0 4 
l 
EXEMPLO 7. Calcule | e 
0 
Solução 
h a a E l l 
e * dx=[-e*] =1-—. E 
e 


Exercícios 11.5 


Calcule. 
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2 
9. Í (x? + 3x — 3) dx 


1 
EM | (2x + 3) dx 
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1 
2. | : (2x +1) dx 


0 
12. Í (2x +43) dx 


11 
13 3 (> + 1) dx 
—2 EO s 


i 5 3 — dx 
yx 


t ll 
Í i (x? — 2x + 3) dx 


19. 


4 ; 
| (5x + Vx) dx 


E l+x 
i 


Xx 


li l+x 
E 


NX 


dx 


dx 
2 9 

| (t4 + 31 —1) dt 
0 


l 
fi (s + 2) ds 
Z 


> 


le (s2 + 3s + 1) ds 


14. 


RA 
Í Vx dx 
0 

| E 
Í 8/x dx 
0 


1 == 
Í (x + 4x) dx 
0 


3 
É Í x? dx 
—3 


20. 


1 
fı (x + 3) dx 


2 


- 


0.7 
26. | ma 


l 7) 
28. Í (x + dr 
0 


1 
. | (x — 32 dx 
0 


ps 
H 


t4 


dt 


da 
i |, (ue — 2u + 3)du 


la e 
36. Í i vt dt 
3 l 2 1+3x2 
37. | (1+2) ar 38. | de 
1 x 1 X 
= 0 
39. [2, cos 2x dy 40. [sen 3x dx 
AA Y 
3 
1 w g 
41. Í elx dx 42. Í 2 
Li 01+7 
m 
43. fa sen x dx 
0 
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x 


— 1 

45. | 3 (3 + cos 3x) dx 46. | sen 5x dx 
0 0 
| š 
2.1 2 & 

47. |4 -= dx 48. 2* dx 
O 1 ad x2 0 

Y 

l E. E À. Ze 

49. | 2xe*” dx 50. — dx 
0 0 1+ x“ 
14 l 

5 | dx 52. | Pe” dx 
Ol+x —1 
z x I | 

53. |3 (sen x + sen 2x) dx 54. |2 (= +— cos 2x) dx 
0 0) 2 Pa 
had La 

52. fa cos? x dx | Sugestão: Verifique que cos2x = pr + = cos 2x.) 
m x 

56. |2 sen? x dx ST fe sec? x dx 
O O 
Ear 

58. | 3* dx 59. | EA 
0) 0 


11.6. CÁLCULO DE ÁREAS 


Seja f contínua em [a, b], com f (x) > 0 em [a, b]. Estamos interessados em definir a 
área do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x= b, y = 0 e pelo gráfico de y 


=f (09. 
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a b 


Seja, então, P : a = x9 < X1 < X <... < X, = b uma partição de [a, b] e sejam c, e C; 
em [x; - 1, X;] tais que f (C;) é o valor mínimo e f (c;) o valor máximo de fem [x;. 1, x; ]. 
Uma boa definição para área de A deverá implicar que a soma de Riemann 

n n == 

Y f(c;)Ax; seja uma aproximação por falta da área de Ae que > f(c;)Ax; seja 
i=1 i=] 
uma aproximação por excesso, isto é 


n à S 
2 f(c)Ax; S área A< Y f(c;¡)Ax; 


b 
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a | f(x) dx, quando máx Ax; 
a 


> 0, nada mais natural do que definir a área de A por 


b 
área A= | f(x) dx. 
q 


í 


Da mesma forma define-se área de A no caso em que f é uma função integrável 
qualquer, com f (x) > 0 em [a, b]. 


EXEMPLO 1. Calcule a área do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1, y 
= 0 e pelo gráfico de f (x) = x°. 
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Solução 


EXEMPLO 2. Calcule a área do conjunto 


= ja yeRlli=xr=2e0=<y< a i 
xe 


Solução 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 2, y = 0 e pelo gráfico de 
| 


a" 


y= 
X 


As situações que apresentamos a seguir sugerem como estender o conceito de área 
para uma classe mais ampla de subconjuntos do R°. 
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X 
Como f (x) = 0 em [a, b], 


b 
Í Fix) dx =0. 
a 


Seja A o conjunto hachurado. 


E € 1 b b 
Área = Í f(x) dx — ji f(x) dx + f rœ dx = Í | f(x) dx 
a C d a 


Observe: 


b c 1 b 
f(x) dx = Í fadir f Fa + Í f(x) dx = soma das áreas dos 
a a c d 


conjuntos acima do eixo 0x menos soma das áreas dos conjuntos abaixo do eixo 
Ox. 
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[f (c) — g (c;)] Ax; = área retângulo hachurado. 


n b 
lim Y [f(c;)-— g(c;)] Ax; =Í [f(x)— g(x)] dx = área A 
a 


máx Ax, > 0 j=] 


em que A é o conjunto limitado pelas retas x = a, x = b e pelos gráficos de y = f (x) 
e y =g (x), com f (x) > g (x) em [a, b]. 


EXEMPLO 3. 


1) Calcule a área da região limitada pelo gráfico de f (x) = xs, pelo eixo x e pelas retas 
x=-1lex=1. 


l 
>) Calcule Í x3 dx. 
—1 


Solução 


área = fa 3 dx + $ x? dx= 


| 
| 4 
b) Í x? dx= ES = 0 = área A) — área Aj a 
-1 41, 
EXEMPLO 4. Calcule a área da regiáo limitada pelas retas x = 0, x= 1, y = 2 e pelo 
gráfico de y = x». 


Solução 
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EXEMPLO 5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que 
9 


X E<y< yx. 


Solução 


l : 
área = | Ex — x2] dx 
0 


3 $ 3 


Observe: para cada x em [0, 1], (x, y) pertence ao conjunto se, e somente se, 
” 


X<y< yx. 


EXEMPLO 6. Calcule a área da região compreendida entre os gráficos de y = x e y = 
x, com 0<x<2. 


Solução 
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As curvas y = x e y = x° interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Então, 


| ' 2 
área = Í Ea FLO Í [x2 =]. dx 
0 


3 


Observação. Os pontos em que as curvas y = x e y = x° se interceptam são as soluções 
do sistema 


[=x 
| y= x2. 


Consideremos, agora, uma partícula que se desloca sobre o eixo x com equação x = 
x (t) e com velocidade v = v (t) contínua em [a, b]. A diferença x (b) — x (a) é o 
deslocamento da partícula entre os instantes a e b. Como x (t) é uma primitiva de v (t), 
segue do 1.º teorema fundamental do cálculo que 


b 
x(b)— x(a)= Í v (t)dt. 


a 


Por outro lado, definimos o espaço percorrido pela partícula entre os instantes a e b 
b 
por | Iv(t)ldt. 
a 
Se v (t) > 0 em [a, b], o deslocamento entre os instantes a e b será igual ao espaço 
percorrido entre estes instantes, que, por sua vez, será numericamente igual à área do 


conjunto A limitado pelas retas t = a, t = b, pelo eixo Ot e pelo gráfico de v = v (t). 
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Neste caso, o deslocamento entre os instantes a e b será 


b 
x (b) — x(a) = Í v(t) dt = área Aj — área A) 


a 
enquanto o espaço percorrido entre estes instantes será 
b c b y p 
Iv(t) dt = Í v(t) dt — Í v(t) dt = área Aj + área As. 
a a C 


EXEMPLO 7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = 2 — t. 


1) Calcule o deslocamento entre os instantes t = 1 e t = 3. Discuta o resultado 
encontrado. 
2) Calcule o espaço percorrido entre os instantes 1 e 3. 


Solução 


3 2 P 
a) x(3) — x)= | and E = 0, 


2 
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Em [1,2 [, v (t) > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1, 2] a partícula 
avança no sentido positivo; em ]2, 3], v (t) < 0, o que significa que neste intervalo de 
tempo a partícula recua, de tal modo que no instante t = 3 ela volta a ocupar a mesma 
posição por ela ocupada no instante t = 1. 

x(1) 


r(3) x(2) e 


7) O espaço percorrido entre os instantes t=1et=3é 


3 2 3 
f 2-rid= | 2-)dt- | 2-)d=1. 


Observe que o espaço percorrido entre os instantes 1 e 2 é 


e que o espaço percorrido entre os instantes 2 e 3 é 


3 3 1 
a. a=-J r E E S a 
2 2 2 


Exercícios 11.6 
Nos Exercícios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a área. 
1. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 3, pelo eixo 0x e pelo 
gráfico de y = x°. 
2. A éo conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 4, y = 0 e pelo gráfico 
de y = yx. 


3. Aéo conjunto de todos (x, y) tais que x? — 1 < y < 0. 
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4. A éo conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y < 4 — x°. 
5. A éo conjunto de todos (x, y) tais que O < y < | sen x |, com O < x < 27. 


6. A é a região do plano compreendida entre o eixo Ox e o gráfico de y = x° — x, 
com 0<x<2. 


7. Aéo conjunto do plano limitado pela reta y = O e pelo gráfico de y = 3 — 2x — 
x), com -1 <x<2. 


8. A éo conjunto do plano limitado pelas retas x = —1, x= 2, y = 0 e pelo gráfico 
de y =x2+2x+ 5. 


9. A é o conjunto do plano limitado pelo eixo 0x, pelo gráfico de y = x? — x, -1 < 
EL 


10. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = O e pelo gráfico de y = x? — x, 
com 0<x<2. 


11. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 71, y = O e pelo gráfico 
de y = cos x. 


12. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x > 0e x? <y <x. 


13. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo gráfico de y = x°, com 
EO qeu 


14.A=((1yeR?!l0=<x=<1le /x <y<3). 


3] 


l5.Aéo conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x= — e pelos gráficos de 


y = sen X e y = COS X. 
16. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x? +1<y<x+ 1. 
17. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x? - 1 <y <x+1. 


T 
18.A éo conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = — e pelos gráficos de 


y=cosxey=1-cosx. 
19.A=((x)ER?|x>0ex)-x<xy<-—x+5x). 


20. A é o conjunto do plano limitado pelos gráficos de y = x? — x, y = sen 71x, com 
-1<x<1. 


21. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x> 0e -x<y <x <x’ 


| > 
22. A éo conjunto de todos (x, y) tais que x > 0 e < y < 5 — 4x”. 


” 
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23. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = 2t — 3, t 2 0. 


a) Calcule o deslocamento entre os instantes t=1et=3. 
b) Qual o espaço percorrido entre os instantes t = 1 e t = 3? 
c) Descreva o movimento realizado pela partícula entre os instantes t = 1 et = 
3 

24. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x com velocidade v (t) = sen 2t, t > 0. 
Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 et=17. 

25. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (t) = -4 +t,t>0. 
Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 et = 2. 

26. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (t) = t? — 2t - 3, t > 
0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 et = 4. 


11.7. MUDANÇA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL 


Veremos, no Vol. 2, que toda função contínua num intervalo I admite, neste 
intervalo, uma primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usá-lo na 
demonstração do próximo teorema. 


Teorema. Seja f contínua num intervalo I e sejam a e b dois reais quaisquer em 
I. Seja g : [c, dl > I, com g' contínua em [c, d], tal que g (c) = a e g (d) = b. 
Nestas condições 


b d 
| f(x) dx =| f(e (u) g’ (u) du. 
a c 


Demonstração 


Como f é contínua em I, segue que f admite uma primitiva F em I. Assim, 


b 
O) f(x)dx = F (b) — F(a). 


a 


A função H (u) = F (g (u)), u € [c, d], é uma primitiva de f (g (u)) g' (u); de fato, 


H'(u) = [F (g (u)) = F' (g (u)) g'(u) 


ou seja, 


H'(u) = f (g (u)) g'(u) 
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pois, F' = f. Segue que 
d d 
| F (o) gw) du = [F (g (É = F (g (d) — F (8 (0) 
Por hipótese, g (d) = b e g (c) = a. Tendo em vista (), resulta 


d b 
| f(e (u) g(u) du = F (b) — F (a) = Í f(x) dx. 
E a 


b 
Í f(x) dx =? 
a 


x=a ; u = c emque g(c)=a 


x = g(u); dx = g'(u) du 
b ;u=d emque g(d)= b 


= 
II 


b d 
Í f(x) dx = Í f(e (u)) g' (u) du 
a c 


l 
EXEMPLO 1. Calcule | (x — DIO de. 
0 


Solução 
Façamos x — 1=u,ouseja,x=u+1. 
la =4u+1:;dx =(u +1) du ou dx= du 


x=0 vu =-—1 
PE gast 


a 
EXEMPLO 2. Calcule | y2x —1 dx. 


" 


Solução 


Façamos u = 2x- 1 ou x = >u+> 


| | j 
x=—u+— :dx=— du 
2 2 2 
É E 
x=-— :u=0 
2 
x=1 su=1 
l l 
fı y 2x =] dx = | Ju — > du = =| vu du 
3 0 
| Erg ê 
| yu du = E yu“ | =—, 
0 3 o 3 
Assim, 


l 
x= e + ca 
2 2 
pa yá " dx = u du 
2 2 
N :u=0 
2 
x=1 “u=l(ouu=-l) 


Lo, Lo, | 
fi y2x-—1dx= Í yu? u du =Í lul u du. 
= 0 0 


- 


Como u está variando em [0, 1], | u | = u, daí 
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l b 1 
| lulu du = Í u4 du = — 
0 0 E 


Se em vez de u = 1 tivéssemos tomado u = —1, teríamos 


E 7 
fı y2x—1 dx= 


=1 — —1 
p] 
Í yu?“ u du =Í lul u du. 
- 0 0 


Como u está variando, agora, no intervalo [-1, 0], | u | = —u; assim, 


—1 
go 1 ur l 
Í lul u du = Í —u? du —- —. 
0 0 3 3 


la, 1 
Observe que tanto g (u) = La + 5u € [0, 1], quanto g (u) = 
[-1, 0], satisfazem as condições do teorema de mudança de variável. 
Às vezes, com pequenos ajustes, a integral a ser calculada pode ser colocada na 
1 
forma f f(e (00) g (x) dx. Neste caso, a mudança de variável u = g (x), x € lc, d], 
a 


g(d) 
transforma a integral f(u) du du na anterior. 
gtc) 


d 
Í f(2 00) go) dx = ? 
A 


[u = g(x) ¿du = g'(x) dx 
1x =c ¿4 = g(c) 
|x =d 


¿u= g(d) 


d k e(d) 
Í f (2 00) g(x) dx = 


f(u) du. 
etc) 


l 
pax 


EXEMPLO 3. Calcule | 
0 


dx. 


Solução 


Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda: 


Ls Lois 
| ex dx = — e? 
0 340 


3 dx 


t 


du 
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pu =3x ; du = 3dx 
x=0 :u=0 
[p= u=3 


l 3 
In ex dx= 1 |, e du = - [e] = ale? -1 


| 


EXEMPLO 4. Calcule | Ea 
E a | 


Solução 
Fazendo u = x? + 1, du = 2x dx. Vamos então multiplicar o integrando por 2 e 


dividir a integral por 2. 


du 
f x dx | f, 2x dx 
> = — al IN "E 
ox +a 2 04x +1 


A 
u=x*+1 ;du= 2xdx 
x=0 su= 1 

= 1 u=2 


1 r 2 2 
| = de= — | al E? = E ul? 
ed], u 291 u 2 


e) 


O x*+1 


ou seja, 


> 
EXEMPLO 5. Calcule [ x „|x? +1 dx 


Solução 
> E 


2 n.— kt fare 
l Xx x2+1dx= 5) a] x2+12x dx 
i “ J] 


394 


[u= x? +1 :du=2xdx 
+ x=] su=2 
lx =2 ou=5 
2 5 1 | wu)? l - 
| xy tides | Ju du => = [5452] 
3/2 3 a 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que o valor da integral de f 
em [a, b] náo depende do símbolo que se usa para representar a variável independente: 


b b b b 
Í f (1) dx = Í f (u) du = Í f (s)ds = Í f (D)dD etc. 
a a a a 
EXEMPLO 6. Seja f uma função ímpar e contínua em [-r, r], r > 0. Mostre que 
= 
f (x) dx = 0. 
É 
Solução 
f ímpar e f (~x) = -f (x) em [-r, r 1. 
Façamos a mudança de variável u = —x 


pu =-x ;du = —dx 


x=-r ¡u=r 
ll =p íqu=—r 
r ` T . ae r . 
E œ dx= — | f x) (dx) = — | f (—u)du= | f(—u) du 
=F =E F as 


Como f (-u) = -f (u), resulta 


r F 
f x)dx= — | f (u) du; 
a ao 
F r 
mas, | f (u) du = Í f (x) dx (veja observação acima), logo 
E ga 


Y r 
| f (x) dx= — | f (0) dx 
SE =r 


ou seja, 
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E 
2 | f &œ)d=0 
q 
e, portanto, 


E 
f (x) dx = 0. (Interprete graficamente.) 
Es 


i — A<KÉÁ 
EXEMPLO 7. Calcule Í x 114 +3 dx 
E 


Solução 


f(x) =x yx + 3 é uma funcáo ímpar, pois, 


Fx) =-x Ex)! T3 == (% Jx4 +3) =f 


Pelo exemplo anterior, 


0 ' 
EXEMPLO 8. Calcule Í x? x+1 dx. 
= 


Solução 


Aqui é conveniente a mudança u =x + 1 


fju=x+1 ; du = dx 
x=-1 ¡u=0 
le =0 su =l. 


De u =x + 1, segue x= u — 1. Então, 


| 5 
2 ” 


0 E i l a l ») ! 
Í y2 x del dx=| (u— 1) qu du=[ (u“ —2u + 1) 42 du=| (u 
y] 0 0 j 


Assim, 


—21 


to | o 


1 
+u2) du. 


Exercícios 11.7 


1. Calcule. 
2 a l 
a) | (x — 2y dx b) Í (3x + 1* dx 
1 0 
l 0 
c) y3x +1 dx d) Í (2x + 5) dx 
4 a) 2 2 
e) Í nIe E S dx 
La f | (B3x-2y 
! l 1 } i > d 
2) | — dx 1) Í lx 
E El -2 4+x 
E D- 
i) f E dr j) f xe*” dx 
0 0 
0 E 
D) Í i x Jx +1 dx m) E cos 2x dx 
y? l y? 
n) - dx 0) — dx 
0 + 0 (1+ x3)? 
E 3 3 3 2 
n) Í x“ dl+ x? dx ) Í dx 
p | Y s | 5+3x 
É aer Ù g 
r | Yx+1 dx 5) Í — dx 
-1 0 (x + 1) 
0 2 10 
t) Í i e O do 1)100 dx u) Í x? (x—2) dx 


g) 
2. Suponha f contínua em [-2, O ]. Calcule IN f (x— 2) dx, sabendo que 
E 


0 m 
T; f(x) dx = 3. 
l 
3. Suponha f contínua em [-1, 1 ]. Calcule | f(2x — 1) dx sabendo que 
E 


l 
Í i f (u) du =5. 
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E 
di Suponha f contínua em [0, 4]. Calcule Í E OÊ) dx. 
y | 
T . 
>. Calcule Í _ dx. 
SE E" Ea del 


6. Calcule a área do conjunto dado. 
aj A = fœ, y) ERIISsxs 2e0<y< yx —1 


E 
b)A = [& y) € R0=x=2e0=y= —> 
Lx 


c) A é o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos gráficos de y = e 
ey=e* comx>0 


7. Calcule. 

| r À amei qui 

a) | xq x* + 3 dx b) Í x (x 3) dí 
0 0 
2 ” 5 l E A 

c) Í to =D a d) Í xy1— x* dx 
l 0 
0 3 ly 

e) Í x2e*” dx f Í xyl+ 2x2 dx 
—1 0 
2 3s l l 

8) Í 5 ds h) Í ds 
EPA 0 1+4s 


398 


a sa | 2 
X X 
) Í -d m) | a dy 
0 qx+1 O (x +1)* 
l 3 » 10 y3 3 Pa 
n) Í ¡E ERE 0) |, x qxº +1l dx 
= 0 i 
td = 
p) JE sen x cos? x dx q) f6 cos x sen? x dx 
0 0 
tah m 
r) 2 sen x (1 — cos? x) dx s) E sen x sen? x dx 
3 3 
T mT 
ETONE M: D TIE TS 
t) |, sen” x dx u) cos” x dx 
Es 0 
3 


1, 
Um aluno (precipitado), ao calcular a integral Í VI + x? dx, raciocinou da 
nm 


seguinte forma: fazendo a mudança de variável u = 1 + x?, os novos extremos 
de integração seriam iguais a 2 (x = -1 > u = 2; x = 1 > u = 2) e assim a 
integral obtida após a mudança de variável seria igual a zero e, portanto, 


l 
Í d+ x? dx = 0!! Onde está o erro? 


9. Seja f uma função par e contínua em [-r, r], r > 0. (Lembre-se: f par = f (~x) 


=f (x).) 
a) 0 `; Teo as 
Mostre que Í f(x) dx = | f(x) dx 
—r 0 
E 


E 
b) Conclua de (a) que Í f(x) dx =2 |, f(x) dx. Interprete graficamente 
F t 


10. Suponha f contínua em [a, b]. Seja g: [c, d] > R com g' contínua em [c, d], g 
(c) = ae g (d) = b. Suponha, ainda, que g' (u) > O em Jc, dl. Seja c = uy < u, < 
U < ... <u, = d uma partição de [c, d] e seja a = xp < X4 < X < ... < Xp Zb 
partição de [a, b], em que x; = g (u;), para i variando de 0 a n. 


a) Mostre que, para todo i, i = 1, 2, ..., n, existe u; em [u;-1, u;] tal que 


Ax; = g ' (Ui) Au; 
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b) Conclua de (a) que 


n n 
2 fe (u;)) g’ (u) Au; = Y f(c) Ax; 
i=] i=] 
em que c; = g (Ui). 
c) Mostre que existe M > 0 tal que 


Ax; < M Au; 
para i variando de 0 a n 
d) Conclua que 
n n 
lim Y f(g(u;) g (u;) Au; = lim E JM A 

máx Au; >0j¡=1 máx Ax; 5 0;=1 
ou seja, 

d b 

Í f (e (Wò) g' (u) du = f(x) dx 
Cc a 


11.8. TRABALHO 


Nesta secáo, admitiremos que o leitor já saiba o que é um vetor. Consideremos, 
entáo, um eixo Os 


1 


Q 


e indiquemos por y. o vetor, de comprimento unitário, determinado pelo segmento 
orientado de origem 0 e extremidade 1. 

Seja a um número real; F = a u é um vetor paralelo a 4. O número a é a 
componente de F na direção u.Se a. > 0, «u tem o mesmo sentido que U;sea<0, a 
u tem sentido contrário ao de q. 

Suponhamos, agora, que uma força constante F = a w atua sobre uma partícula, 
que se desloca sobre o eixo Os, entre as posições s = s,e S = S», COM S4 e S, quaisquer. 
Definimos o trabalho 1 realizado por p, de s; a sọ, por 
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Assim, o trabalho realizado pela força constante F = æ y, de sı as, é, por 


definição, o produto da componente de F, na direção do deslocamento (isto é, na 
direção u ), pelo deslocamento. Temos os seguintes casos: 


Da>0es>s,>T>0. 


2)a<0es,>s¡>T<0. 


F 


S2 


posição final 
posição inicial 


Neste caso, p atua contra o movimento; p é uma força de resistência ao movimento. 


3)a>0es,<s¡ >T<0. 


s2 posição inicial 


posição final 


F realiza um trabalho de resistência ao movimento: t < 0. 


4Ha<0es,<s¡ > T>0. 


=p . 
F atua a favor do movimento: T > 0. 

Suponhamos, agora, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Os atua 
uma força constante F, de intensidade F, mas não paralela ao deslocamento 
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Fr =Fcos0 u 


em que 0 é contado no sentido anti-horário de Os para F. O trabalho t realizado por F, 
des, a s», é, então, por definição, 


T= (F cos 8) (S> — sı) 


em que F cos O é a componente de F na direção do deslocamento. 


Observação. No Sistema Internacional de Unidades (SI) a unidade de comprimento é 
o metro (m), a de tempo o segundo (s), a de massa o quilograma (kg), a de força o 
Newton (N) e a de trabalho o Joule (J). Sempre que deixarmos de mencionar as 
unidades adotadas, ficará implícito que se trata do sistema SI. 


EXEMPLO 1. Sobre um bloco em movimento atua uma força constante, paralela ao 
deslocamento e a favor do movimento. Supondo que a força tenha intensidade de 10 
N, calcule o trabalho por ela realizado quando o bloco se desloca de x= 2 m a x = 10 
m. 


Solução 


by 


10 
O trabalho t realizado por F é 
T=10(10-2)=80J. m 
EXEMPLO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da altura 
de 5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um ángulo de 30º. Calcule o 


trabalho realizado pela forca gravitacional. (Suponha a aceleracáo gravitacional 
constante e igual a 10 m/s?.) 


Solução 
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$, =0 (posição inicial) 


solo 


$, (posição final) 


Pela lei de Newton, a intensidade de F é Mg, em que M é a massa do bloco e g a 
aceleração gravitacional. A componente de F na direção do deslocamento é Mg cos 
60º. O trabalho 1 realizado por F é: 


Tt = (Mg cos 60º) (Ss, — s4). 


s, é o comprimento da hipotenusa do triângulo retângulo ABC: 
S, sen 30º = 5 ou s, = 10. 


Como cos cos 60º = —, M = 10 e g = 10, resulta 


1 
2 
T=500J. E 


EXEMPLO 3. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x agem duas forças: 
F, = 10; e F, = —3 ¡ Calcule os trabalhos realizados por elas no deslocamento de 


x=1ax= 5. Supondo que F e F são as únicas forças agindo sobre a partícula, 


calcule o trabalho realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante R 


Solução 
Da A A 
— e = E E 
x 0 | X 


As forças são paralelas ao deslocamento. 
Trabalho realizado por Fi 


1, =10(5-1)=40J. 


Trabalho realizado por fr: 


w=-3(5-1)=-12]. 
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Trabalho realizado pela resultante R ( R = F, + R ouseja, R =7 i ): 


1=7(5-1)=28J. m 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa 5 kg é lançada verticalmente. Calcule o 
trabalho realizado pela força gravitacional quando a partícula se desloca da altura y = 1 
may=5m. 


Solução 


Pela lei de Newton, a força gravitacional F é dada por 


em que M é a massa da partícula e g a aceleração da gravidade que suporemos 
constante e igual a 10 m/s,. Observe que p é paralela ao deslocamento. O trabalho t 


realizado por F é então 
t=-Mg (5-1) 


ou 


T=-200J. m 


Nosso objetivo a seguir é definir trabalho realizado por uma força variável com a 
posição. Suponhamos, então, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo X 
atua uma força paralela ao deslocamento e variável com a posição x, F (9) = f(x) 7. 


F% 


X X 


Observe que f (x) é a componente de Fix ), na direção do deslocamento. Vejamos, 
então, como definir o trabalho realizado por F no deslocamento de x = a a x = b. 
Suponhamos, por um momento, a < b e f(x) contínua em [a, b ]. 

Seja P : a = xo < X4 < X < ... <x, = b uma partição de [a, b]. 
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Xy Xy Xj Xa 


X= e $ X; = 
to a X l Y) i- 1 l Xa — l b so Xu 


Supondo máx Ax, suficientemente pequeno e tendo em conta a continuidade de f, o 
trabalho realizado de x, , a x; (i = 1, 2, ..., n) deverá ser aproximadamente f ( x;) Ax; 
por outro lado, é razoável esperar que a soma de Riemann 


y f (xi) Ax; 

i=] 
deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por F no deslocamento de x = 
a a x = b e que esta aproximação seja tanto melhor quanto menor for máx Ax;. Nada 
mais natural, então, do que definir o trabalho t realizado por F (x) = f(x) rá no 
deslocamento de x= a a x= b, por 


b 
T= l f (x) dx. 
a 


Na definição acima, a e b podem ser quaisquer e f (x) integrável no intervalo fechado 
de extremidades a e b. 

Observe que, se a < b e f (x) > O em [a, b], o trabalho realizado por 
F (9) =f% Fa de x = a a x = b, é numericamente igual à área do conjunto do plano 
limitado pelas retas x= a, x= b, y = 0 e pelo gráfico de y = f(x). 


EXEMPLO 5. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 0x atua uma força 


(y l 
paralela ao deslocamento e de componente f (X) = —, Calcule o trabalho realizado 
XE 
pela força no deslocamento de x = 1 ax =2. 


Solução 


O trabalho realizado por F dex=1ax=2 é 


T= 13 + me -+ sol “ 
I y“ X 2 


| 


EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa 
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0 X 


e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola, quando esta 
se encontra em seu estado normal (não distendida). Se a mola for distendida ou 
comprimida até que sua extremidade livre se desloque à posição x, a mola exercerá 
sobre o agente que a deforme uma força cujo valor, em boa aproximação, será 


Fo = —kx i (lei de Hooke) 


no qual k é uma constante denominada constante elástica da mola. 

Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre uma 
partícula. Supondo k = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a partícula se 
desloca da posição 


1 x=0,22ax=0. 
2) x=0,/2ax=-0,2. 


Solução 
, 70 
0 5x2 
a=] su de= || =0,1J. 
03 9 
da = 09 
-0,2 
b) T= Í —5x dx = 0. Interprete. E 
0,2 


EXEMPLO 7 (Relação entre trabalho e energia cinética). Uma partícula de massa m 
desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (t) em que x (t) é suposta 
derivável até a 2.º ordem em [tọ t, ]. Suponha que a componente, na direção do 
deslocamento, da força resultante que atua sobre a partícula seja f (x), com f contínua 
em [xo x,], em que Xo = x (tọ) ex, = x (tj). Verifique que o trabalho realizado pela 
resultante, de x, a x4, é igual à variação na energia cinética, isto é, 


em que vy e v; são, respectivamente, as velocidades nos instantes ty € t,. 


Solução 


406 


=>) iS xd ou dx= Mal 
X= X0 t= to 
[X= X] st= f] 


M 
Í f(x) dx 


t 
f fix (0) v (1) dt. 
x0 


0 


Pela Lei de Newton (força = massa x aceleração) 


f(x (©) = ma (t) 
em que a (t) é a aceleração no instante t. Assim 
| f(x) dx = Í ma (t) v (t) dt = m Í v(t) a (t) dt. 
o to 0 
Fazendo na última integral a mudanca de variável v = v (t) 


[v=v(t) ¿dv=v'(t)dt ou dv= alt) dt 
i=1% , V= w 
t= v= v 


Ej | > 


X t 
Í ! f(x)dx=m Í l v(t) a(t) dt =m Í v dv = Paia di 
S0 0 vo a 


mé 
— mvå. 
2 j a 


r 


a l Š es 
Observação. Se v é a velocidade no instante > Mv? é, por definição, a energia 


cinética da partícula no instante t. 


Exercícios 11.8 


1. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma força cuja 
componente na direção do deslocamento é f (x). Calcule o trabalho realizado 
pela força quando a partícula se desloca de x = a a x = b, sendo dados 


a) f (x)=3,a=0eb=2 
b) f(x)=x,a=-1eb=3 


A 
c) fœ =- .a=leb=2 
x2 


d) f&)=-3x,a=-1eb=1 


2. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo 0x sob a ação da força 
resultante F (y) = —3x į , Sabe-se que x (0) = 1 e v (0) = 0. 


a) Verifique que, para todo t > 0, 
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em quex =x (t) e v = v (t). 

b) Calcule o módulo da velocidade da partícula quando esta se encontrar na 
posição x = 0. 

c) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 

d) Em que posição | v | é mínimo? 

e) Como você acha que deve ser o movimento descrito pela partícula? 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação da força 
resultante F (y) = —y į , Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se 


na posição x = 1 e que, neste instante, a velocidade é v = 2. 


a) Verifique que, para todo t > 0, 


x +v=5 
em que x = x (t) e v= v (t) 


b) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 

c) Em que posicáo | v | é máximo? 

d) Em que posicáo | v | é mínimo? 
Uma partícula de massa m = 5 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força 
resultante F (y) = —2x j. Sabe-se que no instante t = 2 a posição é x = 0 e a 
velocidade v = 4. 


a) Expresse o módulo de v em funcáo de x. 

b) Qual o máximo valor de | v |? 

c) Qual o máximo valor de | x |? 

d) Em que posições a velocidade é zero? 

5. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo 0x sob a ação da força 


— 


resultante F(x) = — E Sabe-se que x (0) = 1 e v (0) = 0. Expresse v em 
> 
funcáo de x. 


Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração 
constante a, de sorte que a força resultante sobre a partícula é, pela Lei de 
Newton, ma F, Sejam x, e vo a posição e a velocidade no instante t = 0, 
Mostre que, para todo t > 0, 
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l 2 ) 
2a (x -x)= = ví 


em que x = x (t) e v= v (t). 


Um corpo de massa m é lançado verticalmente. Seja y = y (t) a altura no 
instante t (considere o eixo vertical Oy orientado do solo para cima). Suponha 
y (0) = 0 e v (0) = vo. Suponha, ainda, que a única força agindo sobre o corpo 
seja a gravitacional -mg FA em que g é a aceleração gravitacional suposta 
constante. 


a) Verifique que = vo — 2g y 
b) Qual a altura máxima atingida pelo corpo? 
Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força 
pa : 


resultante F (x) = E ie Suponha x(0) = 1 e v (0) = vo > 0. 
x 
a) Relacione v com x. 
b) Determine o menor valor de v) para que a partícula não retorne à posição 
inicial x = 1. 
De acordo com a lei da gravitação de Newton, a Terra (massa M) atrai uma 
partícula de massa m com uma força de intensidade (G é a constante 
gravitacional) 


Mm 


> 


f) =G 
a 


em que r é a distância da partícula ao centro da Terra. Suponha, agora, que a 
partícula seja lançada da superfície da Terra com uma velocidade inicial v, > O 


e que a única força atuando sobre ela seja a gravitacional. Mostre que o menor 
BI e A 


4 


valor de v, para que a partícula não retorne à Terra é y — .em que Me R 
R 


são, respectivamente, a massa e o raio da Terra. (Despreze a rotação da Terra.) 


10. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma força F de 
intensidade 3x e que forma com o eixo 0x um ângulo constante de 30º. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca de x = 0 a x = 
3. 
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11. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma força F de 
intensidade constante e igual a 3 N e que forma com o eixo 0x um ângulo de x 
radianos. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca 
a) dex=0aa)dex=0a x = 5 
b) de x = 0 a x = n. Interprete o resultado. 


12. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 0x atua uma força F, sempre 
dirigida para o ponto P (veja figura), e cuja intensidade é igual ao inverso do 
quadrado da distância da partícula a P. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca de x = -2 a x 
=-1. 


13. Uma mola AB de constante k está presa ao suporte A e a um corpo B de massa 
m. O comprimento normal da mola é 1. Desprezando o atrito entre o corpo Be 
a barra horizontal, mostre que a aceleração a do corpo B é dada por 
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em todo instante t em que v # 0. 
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12 


TÉCNICAS DE PRIMITIVAÇÃO 


12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS 


Sejam q # 0 e c constantes reais. Das fórmulas de derivação já vistas seguem as 


seguintes de primitivação: 

a) Í cdx =cx+k 

c) Í er dx= +k 

e) j+ dx = In(-x) + k(x< 0) 
g) Í cos x dx = senx + k 

i) | sec? x dx =tgx+k 


l) f sec x dx = Inlsecx + tgxl + k 


1 
n) f dx =arctex+k 
[+ x? = 


EXEMPLO 1. Calcule. 


a) Í x? dx 


b) Í dx 


Solução 
7 E 
a) f x dx= =F k. 
3 
b) Í dx=x+k. 


£) Í cos x dx = sen x + k. 


p „a+ 1 
b) | x% dx = 2 A 
a 


+k (a + —1) 


d) [= dx=Inx+k(x>0) 
x 


P E dy =Inlxi+k 

x 
h) Í sen x dx = —cosx+ k 
j) Í sec x tg x dx = secx +k 


m) Í tg x dx = —Inlcos xl +k 


0) [— dx = arc sen x + k 
J1- x? 


c) Í cos x dx 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que o domínio da função que 
ocorre no integrando de f f (x) dx deve ser sempre um intervalo; quando nada for 
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mencionado a respeito do domínio de f, ficará implícito que se trata de um intervalo. 


EXEMPLO 2. Calcule. 


l 
a) (nix ”’ b) |- dx (x > 0) 
x 
l | 
c) f- dx(x <0) d) f- dx 
X y 
Solução 


fInx sex>0 


q) Inlxl = [ln (=x) se x <0. 
, , l 
Parax>0,[Inlx!l]*=[Inx]*= —. 
x 
, ; | i l 
Parax>0,[Inlxl]J'=[In(-x)]'=— (—1)' = —. 
—X x 
Portanto, para todo x % 0 
| 
[Inlxl]J'=—-. 
X 


b) ¡e dx = Inx + k(x> 0) 
X 
| 

c) f- dx = In(—-x + k(x< 0) 
X 


1) Aqui o domínio não foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido em 10, +00 
[como em] —oo, O[. Em qualquer caso 


| 
[E ar=imixi+a al 
EXEMPLO 3. Seja a % O uma constante. Calcule 


f x“ dx. 


Solução 


yat+l 


Sea#-1, | a 
epi 


FE 
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Sea *-1, | x! dx= fEdr=mixi+k 
A 


Assim: 


xati 
+kseaf-l 
| x% dx = Ja+l 


EXEMPLO 4. Calcule. 


3 
a) Í ds b) ¡e dx 
Xx 
l 
c | y dx a) | — dx 
1 + x“ qe 2" 
Solução 


3 
a +1 
a) | x yx dx= f x2 dx= x4 ji 


3 
z 
ou seja: 
; 2 fa 
f x Nx dx= r aE an A 


3 a ) E 
b) [+ t dx= [4] a 5 ln Init 
y \ xX 3 


d) pa dx = arc senx + k 


EXEMPLO 5. Calcule. 


? gi 
a) f sec” x dx b) f tg” x dx 
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Solução 


: 
a) Í sec“ xdx=tgx+ k 


b) Í tg? xdx = Í (sec? x — 1) dx = r= ttk a 


EXEMPLO 6. Verifique que 


f tg x dx = —Inlcosx| + k. 
Solução 
Pela observação que fizemos anteriormente, o domínio de f (x) = tg x deve ser um 


intervalo I, pois, neste problema, tg x aparece como um integrando. Neste intervalo 
temos: cos x > O para todo x em T ou cos x < O para todo x € I (por qué”). 


; : Sen X 
Secosx>0,[-—Inlcosxl]'=[-—Incosx]' = — =tgx 
cos x 
; é sen x 
Secosx<0,[ —Inlcosx1]*=[—In (—cos x) ] ° = —- ———=(g x. 
COR 
Em qualquer caso, 
f tg x dx = —ln Icos xI + k. El 
EXEMPLO 7. Seja a % O uma constante. Verifique que 
ax | ax l 
a) f e dx= e +k. b) | cos ax dx = — sen ax + k. 
a a 
Solução 
e Ls E 
a) em] = ATFs a e. 
a 147 147 
ax l ax 
f e dx= —e +k. 
a 
| 
b) |— senax| = — sen’ ax: (ax) = cos ax. 
a a 
Assim, 
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l 
Í cos ax dx = — sen ax + k. 
a 


EXEMPLO 8. Calcule. 


a) f e* dx b) f cos 3 x dx 
c) f sen 5 x dx d) f e *dx 
Solução 


l Ls 
a) Í e” dx = = ex +k. 


b) f cos 3 x dx = - sen 3x + k. 
4 

c) Í sen 5x dx = — E cos 5x + k. 

d) Í e “dx=-e “+k 


EXEMPLO 9. Calcule f cos? x dx. 
Solução 


cos 2x = cos? x — sen? x = 2 cos? x — 1 


ou seja, 


” 
Í cos” x dx = 


Exercícios 12.1 


1. Calcule e verifique sua resposta por derivação. 
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p) Í (e +e % dx 


l 
r) Í Se + z) dx 


x5 PELA 
y |= 


b) f x dx 


d) Í x dx 
f Í x" dy 
x + x2 
h) Í E 
y“ 
i 3 
j) Í E + 2) dx 
XxX 


m) Í (* +4) dx 


0) Í e” dx 


Sta 
Ea 


1 
l l 
d) > dx 
0 1+ x“ 
3 
+ 
pl a 
1 b - 


3. Calcule e verifique sua resposta por derivação. 


a) Í sen x dx b) Í sen 2x dx 


c) Í cos 5x dx d) Í sen 41 dt 
e) Í cos 7t dt f Í cos 13 tdt 
1 l 1 
o | (5-02) as n | (2+2 sen 2x) da 
2 2 3 
] 
D f (+ +$ cos aa nj + 4 sen 3x | dx 
l 5 1 
D Í E + z cos 7x ) dx m) Í cos 3x nd — sen 4x | dx 
n) f [+ sen 2x + 2 cos 3x) dx 0) Í ai 2% y 
3 2 cos x 
l 1 . 
p) f [5 cun Sr == = sen 11) dx q) Í [5 e** + sen masi dx 
4. Calcule. 
al E E 
a) [> sen 2x dx b) |2_ cos z dx 
0 ce 2 
2 
= i i 
c) | 3 (sen 3x + cos 3x) dx d) g (+ + — cos 2x) dx 
0 0 A - 
T 2 1 1 
a) Verifique que sen” x = e cos 2x. 
b) Calcule Í sen? x dx. 
6. Calcule. 
a) Í cos? 2x dx b) i cos? 5x dx 
c) Í sen? 3x dx d) Í cos? E dx 
2 
2 
4 l 1 FR 
e) Í cos x dx f Í — +— cos 2x | dx 
e 2 
2) Í (sen x + cos xy? dx h) Í (sen x — cos x dx 
i) Í (5 + sen 3x)? dx j) Í (1 — cos 2x2 dx 
7. Calcule. 
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= m: 

a) fs cos? x dx b) IR sen? x dx 
0 0 
E a 

c) IR (sen x + cos xy? dx d) fa cost x dx 
0 0 

8 27 y 
: Calcule Í „1+ cos x dx. 
0 


9. a) Verifique que 


Í sec x dx = In (sec x + tg x) + k 


N T 
omre |- E . 


23 
b) Mostre que 
l] sec x dx = In |sec x + tg x| + k. 
10. Calcule. 
a) Í tg x dx b) Í sec? xdx 
c) Í tg? x dx d) Í sec x dx 
e) Í tg 2x dx f Í sec 3x dx 
g) | 3a h) [= dx 
yl 2 
i) l] (5% +e dx j) Í (x + sec? 3x) dx 


cos x + sec x 
m) [ES dx 


D Í (1 + sec x? dx 
cos x 


11. a) Determine q e f de modo que 


1 
sen 6x cos x = = (sen ax + sen Bx) 


- 


1 
( Sugestão: sen a cos b = = [sen (a + b)+ sen (a — bn.) 


- 


b) Calcule Í sen 6x cos x dx. 
12. Calcule. 
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a) |] sen 5x cos x dx b) l] sen 3x cos 4x dx 


c) Í sen x cos 3x dx d) Í sen 3x cos 3x dx 


13. a) Determine q e $ de modo que 


l 
sen 3x sen 2x = — — (cos ax — cos Bx) 
$) 


- 


l , 
l Sugestão: sen a sen b = = [cos (a — b) — cos (a + b)). ] 


de 


b) Calcule | sen 3x sen 2x dx. 


14. Calcule feos 5x cos 2x dx. 


l 
Sugestão: cos a cos b = E [cos (a + b) + cos (a — by) 


æ 


15. Calcule. 
a) Í sen x sen 3x dx b) Í sen 2x sen 5x dx 
c) Í sen 3x cos 2x dx d) Í cos 5x cos x dx 


e) Í cos 7x cos 3x dx 


16. Calcule. 
T T 
a) ¡EA cos x sen 3x dx b) ¡a sen 3x sen 4x dx 


- 


17. Sejam m e n naturais. Calcule. 


T T 
a) Í sen mx sen nx dx b) Í cos mx sen nx dx 


12.2. TÉCNICA PARA CÁLCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA DA FORMA 


rem) 2 de 


Sejam f e g tais que Im g C D, com g derivável. Suponhamos que F seja uma 


primitiva de f, isto é, F' = f. Segue que F (g (x)) é uma primitiva de f (g (x)) g'(x), de 


fato, 
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(E (9 (Y) =F(g 09) 9'09 = FO 09) 9'09. 


Deste modo, de 
f f(u)du = F(u) + k 
segue 


| F(g 09) 800) dx = F (8 (0) + k. 


Í figo) 20) dx=? 


u=g(x) ; du= g'(x) dx 


f f(e (x) g'(x) dx = Í f(w du = F (u)+ k =F (g(x) +k 


Antes de passarmos aos exemplos, observamos que, tendo em vista 
| af(x dx= q Í f(x) dx (a constante) 


resulta para 4% 0 


| 
Í f(x) dx = — Í a f(x) dx 
a 


o que significa que, multiplicando o integrando por uma constante a e, em seguida, 
dividindo tudo por a, nada muda. 


EXEMPLO 1. Calcule | xcos x dx. 


Solução 


Fazendo 


u = x°, du = 2x dx. 


Então, 
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l 
Í cos e (2x dx) = FS Í cos u du. 


|= 


5 
f xcosx dx= 
Como 


l l 
— Í cos u du = — sen u + k, 
2 >) 


resulta 


2 l 2 
l] x cos x” dx = A sen xº + k. 


EXEMPLO 2. Calcule | e* dx. 


Solução 
u= 3x, du = 3dx 
f e” dx = f e" du 21 +k E +k 
3 3 3 
ou seja, 


3 


EXEMPLO 3. Calcule Í (2x + 1 dx. 


Solução 
u=2x+1,du=2dx 
3 | 3 l 3 
f Qx+ 1 d= > Í (2x + 19 2dx = — Í uW du. 
Como 
4 

= f u? du = A A 

2 8 
resulta 
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E 
f (2x + 1) dr= E + 


EXEMPLO 4. Calcule | TE dx. 
k i 


Solução 
u = 1 + x°, du = 2x dx 
X If 
f qe | y 2x dr=— | — du 
l + x* PA l + x“ 2 u 
Como 

l l l 

— | — du = — ln lul + k, 

2 u 2 
resulta 


f SS de= In (1+ x?) +k. 


dx. 


EXEMPLO 5. Calcule f 
3x+2 


Solução 


Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim, 


l l l EE 
| ve Í tl lie 
3x +2 3 3x +2 3 u 


Segue que 


| t dei rs EL 
3x + 2 3 


pa dx. 
xX 


EXEMPLO 6. Calcule Í 


Solução 


Se fizermos u = 1 + xf, teremos du = 4x? dx. Como 4x? não é constante, 


e x | f 4x dx 
deb — 
l 1+ 14 i 4x4 | 1+ x4 
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Isto nos mostra que a mudanca u = 1 + x* náo resolve o problema. Entretanto, se 


fizermos u = x?, teremos du = 2x dx; assim, 


f = 7 dx = a | _ E 2x dx = ES | — du. 
l+x 2 | + (14) 2 | + uf 


Como 


> 


l l 
f du = — arc tg u + k, 
1 + u* 2 


l 
i 


resulta 


x | 
f q dx => arc tg x? +k. 
l+x 2 


Observação. Note que x dx “dentro da integral” já nos sugere u = x°. 
EXEMPLO 7. Calcule | x1+ x? dx. 


Solução 


f XxX yl + x? dx= =] yl + x? (2x dx) 
p) 


Fazendo u = 1 + xê, du = 2x dx. Assim, 


l 
C Uf | ua 
| xl +x? dx= | yu du =— 


- 


+k 


e 
E +1 


| 
> 
ou seja, 


| xy 1432 dx= 2 (Ata? +k 
3 


EXEMPLO 8. Calcule Í x3 4/1 + x? dx. 
Solução 


[ira 2x do). 
Fazendo u = 1 + xê, teremos du = 2x dx e x? = u — 1. Assim, 
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f x? 1 + x2 di == >, (u == 1) Ju du. 
2 


Como 
1 


3 
f (u — 1) Ju du = 1 fa? — u2) du 


resulta 
3 | 2 L 3 2.5 7 2.3 
f x y1+ x* dx= 5 Ja xo) ón UE FE 


EXEMPLO 9. Calcule | sen” x cos x dx. 


Solução 


3 3 
f sen” x cos x dx = Í sen” x (cos x dx) 


A mudança u = sen x implica du = cos x dx. 


f sen? x cos x dx = Í w du = Ls +k 


ou seja, 
3 O” 
f sen” x cos x dx = ri sen? x + k. 
EXEMPLO 10. Calcule Í Ta. 
cos” x 
Solução 
u = cos x, du = -sen x dx 
sen x 1 l 
da=- | — du=—— + k 
| cos? x u? 2u? 
ou seja, 
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sen x l 
f a dx = ——— +k. 
cos? x 2 cos” x 


EXEMPLO 11. Calcule | sent x cos? x dx. 
Solução 
sen? x cos? x = sen? x cos? x cos x = sen? x (1 — sen? x) cos x. 


Fazendo u = sen x, du = cos x dx. Então, 


4 3 - O 2 
f sen x cos” x dx = Í sen x(l — sen” x) cos x dx 


= Í u‘ (1 — u”) du 
5 


=—-—+k 
5 7 
Assim, 
542 7. 
| sen“ X cos? x dx = a e 2 + k 
5 7 
EXEMPLO 12. Calcule. 
5 i 
= x“ 
a) | lx b) j A on 
1+ 13 f (1 + x3)}2 


Solução 


a) | a E dx = =] l z 3x2 dx 
l + xº 3 1+x 


Fazendo u = 1 + x°, du = 3x? dx; assim, 


x? iep 
| a | du 
l+ x 3J u 


ou seja, 


|= dx=>Inll + x1+k. 
LF 3 


426 


sz 
b) f Saa dx = A f Ea es 3x? dx 
(1 + xº)* 3º (1+xº) 


Fazendo u = 1 + x°, du = 3x? dx; assim, 


ou seja, 


xs i 
o de- +k 
me 3(1+ x?) 


EXEMPLO 13. Calcule. 


5 2 
a) Í — dx b) IS“ 
4 + xt 3+2x* 
Solução 
5 

a) | RE 5 a | —— de 

3 N 

1+(2) 
2a 

Fazendo u = +. du = L dx ou 2 du = dx 
Assim, 


Como 


5 | 1 5 
— du = — arc tg u + k, 
1 TEN ge 


resulta 


e 


5 5 xX 
f 3 A do 


2 2 l 
b) T a i O n 


Assim, 
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z (2 x 
+| > 
y3 
Fazendo 
JZ v2 3 
u= = x, du = dm dx ou dx = as du. 
Vo Vo "2 
Assim, 
2 2/3 | 
f E A Í — du 
3 + 2x4 32 1 + u“ 
logo, 
2 24/3 
f z dx = — = arc tg — x +k 
3 + 2x4 342 Vo 
ou seja, 


2 l6 l6 
|- “=> arc tg — x + k. 
FL 3 3 


EXEMPLO 14. Verifique que 


f sec x dx = ln | secx + tgxl+ k 


Solução 
sec x tg x + sec? x 
SEC X=—— ~m 
sec x + tg x 
u = sec x + tg x; du = (sec x tg x + sec” x) dx. 
Assim, 
> 
sec x tg x+ecc? x l 
f sec x dx = [EEE > — du = In lul+k 
sec x + tg x u 
ou seja, 
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f sec x dx = ln | sec x + tg xl + k. 


Exercícios 12.2 


1. 


Calcule. 


a) f (3x — ay dx 


c) Í dx 
dx —2 


5 
e) Í x sen x^ dx 


3 
g) ¡Es e” dx 


: 3 
i) Í x cos x dx 


D Í cos? x sen x dx 


2 
n) l] dx 
x+3 


x 
fo 
P? J +42 


r) IT & 
(1 + 4x2)2 


t) | er 1 +e* dx 


pin X 
v) 
cos? X 


h) Í sen 5x dx 
j) Í cos 6x dx 
m) Í sen? x cos x dx 
5 
0) Í dx 
4x A 3 
de 
1 5+ 6x2 
s) Í x yl + 3x2 dx 
l 
u) Í — dx 
(x — 19 


> 
x) fx e *” dx 


2. Calcule (veja a Seção 11.7). 


l E. cal 4 
a) |, ze” dí b) |? sen” x cos x dx 
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1 3 2 x 
c) dx d) Í —— > dx 
O 2x +1 | 1+3x* 
l Xx l e 
ás shr” 
0 yl Tar 0 1 + xo 
1 Jr 
g) E (2x + 33100 dx h) | x sen 3x2 dx 
2 r 
` l a Sen Xx 
ET EE a 
2 (x—1? de. a 
1 T 
x Ea 
D) É Ira dx m) p cos? 2x dx 
3. Calcule. 
a) Í sen? x cos x dx b) |] sen? x cos? x dx 
c) Í cos” x sen x dx d) Í sen x [cos x dx 
e) l] sen 2x 1 + cos? x dx f Í sen 2x J5 + sen? x dx 
3 5 
g) Í sen x dx h) Í cos” x dx 
i) Í tg? x sec? x dx j) Í tg x sec? x dx 
D Í tg x sec? xdx m) Í tg? xX sec? x dx 
n) Í sen x 43 + cos x dx 0) Í sen x sec? x dx 
p) j sen x sec? x dx q) Í sen? x cos? x dx 
2 
3 sec* x 
r) Í tg xcosx dx s) Í ~= i 
EZ - 
4. Calcule. 
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2 5 2 
a) Í dx b) Í +— |Idx 
x—3 x-1 x 
1 
a a 
2x +3 
e) Í 2 dx 
x+1 


ZE 
8) f- h) EE 
xl E L 
5. Suponha q, f, m e n constantes, com a # B. Mostre que existem constantes A e 
B tais que 


mx + n A ï B 
Dt a xP 


6. Utilizando o Exercício 5, calcule. 


1 2x +3 
ide TEE 
At ia 


8. Calcule. 


P j XxX Ny l dx 


dea 


h) [= dx 
24+3x+2 
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1 2 
a) l] z dx b) Í 7 dž 
5+x4 4+ xt 
f ta a | Ea 
5 X X 
AL RR 
) | xX d P j 3x +2 d 
e X 
Es x2 1+ x? 
| x—1 d pia 
———— OR AO 
TE: 1 + 4x2 
1 l 
T eE 
1+(x + 192 YI 
2 1 
D Í — dx m) Í —————— dx 
S+(x +2) 12 +4x+8 
1 2 
n) Í Y o) Í == 
xº +x+41 x*+2x+2 


9. Sejam «4% 0 e p constantes. Verifique que 


l 
a) IT & = — In 
x* —a* Za 


1 l x+ 
b) == d = are to B ik 
atir By a a 
10. Calcule. 
x3 x 
a [3 & y | dx 
(16 + x4)? 16+ 14" 
x 
c) ¡=> dx d) Í tg 2x dx 
16 + xt ë 
l 1 
3 dx —————— 
e) Í x In x f Í P (In xy? dx 
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” 1 
g) Í tg x dx h) |[— dx 


all — x4 
Y 
a) X 
1) Í = dx j) Í - dx 
yl f Ar“ n ae 
LEF 
D) f 7 =- dx m) Í = dx 
ya - 2 VI— 4x? 
n) Í = dx 0) Í : dx 
(4 — 9x? VI — xt 
zX 3X 
p) Í : = dx q) Í à dx 
A aii Le 


| | | 2 
r) Í DE a zar dx S) E dx 
XxX yl — (In x)“ 
X 


l Xx 
v) f — cos (In x) dx x) Í 3 dx 
x 1 + 


12.3. INTEGRAÇÃO POR PARTES 


Suponhamos fe g definidas e deriváveis num mesmo intervalo I. Temos: 
LF g T = PC) 9 09) + FO) gl) 
ou 


FO) ge) =1F09 9 09 T = FO) g Co. 


Supondo, então, que f(x) g (x) admita primitiva em I e observando que f (x) g (x) é 
uma primitiva de [f (x) g (x) ]', então f (x) g'(x) também admitirá primitiva em Te 


(1) f fx) e'(x) dx = f(x) g (x) — f F (20) dx 


que é a regra de integração por partes. 
Fazendo u = f(x) ev = g (x) teremos du = f(x) dx e dv = g'(x) dx, o que nos permite 
escrever a regra O na seguinte forma usual: 


Í u dv = uv — Í v du 
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Suponha, agora, que se tenha que calcular f a (x) B (x) dx. Se você perceber que, 
multiplicando a derivada de uma das funções do integrando por uma primitiva da 
outra, chegase a uma função que possui primitiva imediata, então aplique a regra de 
integração por partes. 


EXEMPLO 1. Calcule Í x cos x dx. 


Solução 
A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 - sen x tem primitiva 
imediata, a regra de integração por partes resolve o problema. 
| x cos x dx = f(x) g (x) — Í f O) g (x) dx 
1 


fg 


, 


= x sen x — Í l + sen x dx. 


Assim: 


Í x cos x dx = x sen x — | sen x dx 


ou seja, 
| xcosxdx = xsenx + cos x + k. ES] 
EXEMPLO 2. Calcule | arc tg xdx. 


Solução 


Í arc tg x dx = Í arc tg x + ldx. 


O truque aqui é acabar com arc tg x; vamos entáo derivar arc tg x e achar uma 
primitiva de 1. 


| arc tg x> Idx = uv — | v du 
— o 
u dv 


l 
= (arc tg x)* x — ] x* — dx. 
bis 


Assim 
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XxX 


Í arc tg x dx = x arc tgx — | > dx 


Sa 


ou seja, 


| 
f arc tg x dx = x arc tg x — A In (1 +2) +k. 


EXEMPLO 3. Calcule | X sen x dx. 


Solução 
Es sen x dx = f(x) g (x) — fr (x) g (x) dx 
11 
f g = x? (—cos é A Mo Í 2x (—COB X) dx. 
Assim, 
r) A) 
© Í x sen x dx = —x" cos x + f 2x cos x dx. 


Calculemos, novamente, por partes f 2x cos x dx. 


f 2x cos x dx = 2x sen x — | 2 sen x dx 
tt ta pi 
f8 J 8 gg 
ou seja, 
(3) Í 2x cos x dx = 2x sen x + 2 cos x + k. 


Substituindo © em O), vem 
f e sen x dx = -x cos x + 2x sen x + 2 cos x + k. 
EXEMPLO 4. Calcule f e“ cos x dx. 


Solução 


Fazendo f (x) = e* e g'(x) = cos x, obtemos 
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Pr (x) g (x) dx = Í e sen x dx 


cujo cálculo apresenta as mesmas dificuldades que f e* cos x dx. Se fizermos f (x) = cos 
x e g (x) = e*, o problema é o mesmo. Aparentemente, não vale a pena aplicar a regra 
de integração por partes. 


Mas veja: 


O f e* cos x dx = é sen x — Í e” sen x dx. 


FE 


Por outro lado, 
X à E AEX X di sadia 
fe sen x dx = e” (—cos x) — fe (—cos x) dx 

ou 

x o x e $ e 
(5) fe sen x dx = —€ cos x + fe cos x dx. 

Substituindo © em (4) 
x EE TA x . x x . 
fe cosxdx=e senx+e cosx- Í e cos x dx 

e, portanto, 

a AA f PE 

2 | ecos xdx=e senx + e cosx 
ou seja, 


f e* cos x dx = e (sen x + cos x) + k. 5 


l 
2 


O truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de integração por 
partes af e“ sen x dx, volta-se a Í e cos x dx. 


Muito bem! 


EXEMPLO 5. Calcule f cos? xdx. 
Solução 
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f cos x cos x dx = cos x sen x — Í (—sen x) sen x dx 


” 
sen x cos x + Í sen? x dx. 


Assim, 


> > 
Í cos” x dx = sen x cos x + Í (1 — cos” x) dx 


ou 


p 
2 Í cos” x dx = x + sen xcosx 


e, portanto, 


l l 
f cos? x dx = = (x + sen x cos x) + k. 


l 
Como sen x cos sen x cos x = = sen 2x, resulta 


> | 
f cos” xdr = 5 x+ sen 2x + k. 


do | tm 


EXEMPLO 6. Calcule l] sec? x dx. 


Solução 
3 7) 
f sec x dx = Í sec x sec” x dx 
T T 
f 8 
= secxtg x — Í sec x tg x tg x dx 
Assim, 


3 ” 
| sec” x dx = sec x tg x — |] sec xtg“ x dx 


Como tg? x = sec? x — 1, resulta 
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3 2 
Í sec” x dx = sec xtg x — l] sec x (sec x — 1)dr 


ou 


| sec? x dx = sec x tg x =| sec? x dx + Í sec x dx 


e, portanto, 


3 
2 Í sec” x dx = sec x tgx + Í sec x dx 


e como 


Í sec x dx = ln | sec x + tg xl, 


resulta 


l l 
l] sec? x dx = — sec x tex+ = Inlsecx ttgr +t k le 
2 2 


Vejamos, agora, como fica a regra de integração por partes na integral definida 
(integral de Riemann). Sejam, então, f e g duas funções com derivadas contínuas em 


la, b ]; vamos provar que 


b b 
f f(x) g'(x) dx = | f(x) g(x) E e | f'(x) g(x) dx. 
a a 


De fato, de 
fœ g (9) =f) g x) T - fx) g (x) em la, b] 


segue 


b b b 
f f(x)g'(x) dx =| [FOO g(x)] dx =f f(x) g(x) dx 
a a a 


ou seja, 


ab b 

, , . b , 
| fo g w dx =| fw 20 |, -f f'(x) g(x) dx. 
a a 


t 
EXEMPLO 7. Calcule | xinxde 
l 
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Solução 


t t 
Í x In x dx =[f(x) gx] = f Ff) g (x) dx 


2 — 
Assim, 
t 
t l 1| x? 
ji x In x dx = — t? TENES 
| 2 2 2 
l 
ou seja, 
t 1 l 1 
| xInxdx=—tênt-—t?+-—. 
| 2 4 4 
1 
EXEMPLO 8. Calcule E ci 
Solução 
1 1 
ps E 5] X 
f arc sen x + 1 dx = [x arc sen x]ĝ -f2 — dx. 
0 Vl > 
T F 
tA 8 
3 3 z 
> x L Eos dl ~a E 
[2 —G ==> [4 — du = A vu lt = +. 
0 41- x2 2 J1 yu 2 
Assim, 
> | l 3 3 
E arc sen x dx = — arc sen —+>-1 =" =] 
0 2 2 2 12 2 
ou seja, 
T 3 
|? arc sen x dx =Z 4-1, 
0 12 2 
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Exercícios 12.3 


1. Calcule. 
a) fa e dx b) fa sen x dx 
r Ae n 
c) Es e dx d) E Inx dx 
e) Í In x dx f Es In x dx 
2 Fa 
g) E sec” x dx h) f «an q): ax 
p 2 P 2x 
i) Í (In x)” dx j) j e” dx 
0) Í é cos x dx m) Í e sen x dx 
n) Í x o? dx o) fé cos x? dx 
p) Í e “cos 2x dx q) pa sen x dx 


2. a) Verifique que 


n=2 


ER 
sec? ta x t 


| sec” de = 
n-—1 n—1 


E, 
Í sec” "2 x dx 


em que n > 1 é um natural. 
b) Calcule f sec? x dx. 


3. Verifique que, para todo natural n % 0, tem-se 


l e n=l aa 
a) Í sen” x dx = —— sen" T! x cos x + Í seno tdi 
n n 
| = n=] -9 
b) Í cos" x dx = — cos" 71 x sen x + Í Eos O 
n n 


4. Utilizando o item (a) do Exercício 3, calcule. 
a) | sen? xdx b) | sen! x dx. 
5- Calcule | e™* sen t dt, s > 0 constante. 


6. Verifique que para todo natural n > 1 e todo real s > 0 


” l e n ai + 
Í t” e dt =—— t” e + zf a l e? dt. 
S S 
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7. Calcule. 

1 2 

a) Í x e* dx b) Í In x dx 
0 l 
T p 
2 x Ed gi 

Cc) E e* cos x dx d) |, t“ e dt (s 40) 
0 i 


8. Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que 


l m l 
à | x” (1- x)” dx= | x" +1 (1 — x)” -1 de 
0 n+1 40 


nm! 


| 
b) | x” (1- 19” d=—————— 
0 (m+ n+ D! 


9. Verifique que, para todo natural n > 2, 


T 


re n-1 
|) 2 sen” x dx = 
0 


mT 
má E. 
E sen" 7 x dx 
n 0 


10. Verifique que, para todo natural n > 1, tem-se 


l 9 n 2n l ” = 1 
a) | (1 — x4)" dx = Í (1 = 3º) dx 
0 2n+1 0 


22 (my? 


l f (1 — x2)” dy = 4—7 
— X dx = 
) do Qn +1)! 


11. Suponha que g tenha derivada contínua em [0, +œ [e que g (0) = O. Verifique 


que 


X 


x 
| g'(t) e% d=gx e" +s l g(t) est dt. 
0 i 0. 


12. Suponha f” contínua em [a, b]. Verifique que 


b 
fFb)=fíla)+f' (a) (b— a) + Í (b — t) fF" (Ò dt. 


a 


13. Suponha f” contínua em [a, b]. Conclua do Exercício 12 que 


. | | Peta) pp bn. 
Ff(b)=f(a)+f'(a)(b— a) + / — (b — ay? + Í — Y "ONE 


de a da 
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12.4. MUDANÇA DE VARIÁVEL 


Seja f definida num intervalo I. Suponhamos que x = q (u) seja inversível, com 
inversa u = 0 (x), x € I, sendo q e O deriváveis. 


(1) [rea 6" (u) du = F (u) + k(ueD,) 


então, 
fro dx = F(0(x)) + k. 
De fato, de © 
F'(u) = f (ọ (u)) y (u) 
entáo, 
(FE(0(0)Y = F'(0(x)) 0 (x) 
= f(p (0 (00) q (6 œ) 0'(x) 
= f(x) 


pois, q (8 (x)) = x e (0 (09) 6 (x) = (o (9 (0))) = 1. 


j) f(x) dx =? 


x=Qq(u) ; dx=q' (u) du 


fræ dx = RAÇÃO) p' (u) du 


observando que, após calcular a integral indefinida do 2.º membro, deve-se voltar 
à variável x através da inversa de q. 


EXEMPLO 1. Calcule | x? x+1 dx. 


Solução 
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| x2 Ji +1 d= 
p(u) 
pm A, 
x+l=u s x=u-— l; dx = du (9'(u) = 1) 


1 
f x2 yx +1 dx = | (u — 1)? Ju du = Í (u? — 2u + 1) u2 du 


7 5 3 
5 3 l 9 = 2 
= a = us uz u 
= 2 — Jul 2 = 9 

fa 2u2 + u2?) du 7 25 + 3 +k 

z 3z 5 
2 7 E = A 3 
= +1) = NEEN +7væ+I +k 
ou seja, 
2 4 Lu Y 3 
| 2 Jti æ= Ma + 1? == + 1) a ió a 
> E, 


Observação. A mudança x + 1 = u%, u > 0, também é interessante; veja que esta 
mudança elimina a raiz do integrando. Faça os cálculos adotando esta mudança. 


EXEMPLO 2. Calcule | ,1=x? dx 
Solução 
|i- de=? 


Como 1 - sen? u = cos” u, a mudança x = sen u elimina a raiz do integrando. 


T 
x= senu | —-— 
2 


T 
La = ; dx = cos u du. 


Então, 
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f ) / 4 
f y1-—x* dx= Í y 1— sen“ u cos u du 
= | cos? u cos u du 


| ” . TE. T 
ycos“u =|cos ul = cos u, pois, u € aa E 


Assim, 
f ) >) 1 41 
| yl- x* dx = Í cos” u du = Í — + — cos 2u | du = 
Y ra 
| l 1 l 
= — u + — sen 2u + k = — u + — sen u cos u + k. 
2 4 2 2 
T T ' - 
De x = sen u, E EES 5 * Segue u = arc sen xX € cos u = yl — x“:logo 
| > l | | 2 
yl— x4 dx=—arsenx+—- xyl-xº +k(-1<x<1). 
2 2 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos a seguinte observação: supondo 
fintegrável em [a, b] e F' = fem [a, b], pelo 1.º Teorema Fundamental do Cálculo 


b 
y f (x) dx = F(b) — F(a). 
a 


Observamos que ® continua válida se supusermos f integrável em [a, b], F 
contínua em [a, b] e F' = fem Ja, bl (verifique). m 


l | f 
EXEMPLO 3. Calcule | (1-2? dx. 
0 
Solução 


, l l | É é 
Pelo exemplo anterior, F (x) = = arc sen x + TA VI — x? é uma primitiva de 


y — x? em [0, 1 [. Como F é contínua em [0, 1] e f(x) = 1 — x2 integrável neste 
intervalo, segue da observação acima que 


= O med 
| gu x? dx =| — arc sen x + — x y/1— x? =i 
0 2 - k o 4 


- - 


y Y | Ta ada Fai 
Observação. 5 arc sen x + zxy- x? é uma primitiva de ¿11 — x? em]-1, 1 
Y 


bo |— 
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[(verifique). Cuidado, arc sen x e yl — y2 não são deriváveis em 1 e -1. 
l f 
No próximo exemplo, vamos calcular novamente | aL x2 dx utilizando a 
0 
fórmula de mudança de variável na integral definida. E 


l a 
EXEMPLO 4. Calcule | J1- x dx. 
0 


Solução 
E ty 9 
j yl — x4 dx=? 


= sen u; dx = cos u du 


= 
| 


jx=0 : u = 0 (sen 0 = 0) 


T 
» 


Observe que x = g (u) = sen u tem derivada contínua em o | g (0) = sen O = O 


T T i ; 

eg Ey mi = l. Pelo teorema de mudança de variável na integral de 
La) ds 

Riemann 


T T 


l y 2 2 f 2 o TA 
y1— x* dx= |“ yl— sen“ u cosudu=|< ,¡cos* u cos u du 
0 + > 0 

logo, 


T 


l = 
| > 
| J1- x* dx = Í 2 [cos ul -cos u du. 
0 0 


T ai 
Como 4 € [ 0, $ ], cos u > 0; daí | cos u | = cos u. 


Assim, 
T T 


| | Pi A 1 l » 
Í y1- x? dx= p cos? u du = f? — + — cos 2u | du 
0 0 O 12 2 


ou seja, 


445 


A | 
© ME 
Il 
eja 
E 


ly l l 
| ql — x? dx= E u + — sen 2u 
à a 2 4 


- 


Observe que náo houve necessidade de se retornar a variável x! 
Observacáo importante. Na mudanca da variável na integral definida 


ab sd 
| f(x) dx = ] fig (u)) g'(u) du 
a c 


a mudança x = g (u), u € [c, d] não precisa ser inversível, o que precisa é g' ser 
contínua, g (c) =a eg (d) =b. 

A ocorrência de raiz no integrando é algo muito desagradável; se perceber uma 
mudança de variável que a elimine, não vacile. 


EXEMPLO 5. Indique, em cada caso, qual a mudança de variável que elimina a raiz 
do integrando. 


a) hi + x2 dx b) Pu — 4x? dx 

c) [5=4x? dx d) [3+48? dx 

e) fvi — COS x dx f Pu — (x—1? dx 
£) [2x — x2 dx h) ez + 4x —3 dx 
i) [y +2x+2 de J) Pax — x? dx 
Solução 


a) hi +x? dx=? 
Como 1 + tg? 0 = sec? 0, a mudança x = tg 0 elimina a raiz do integrando. 


b) hi — 4x2 dx=? 


J1 az 4x? = 1 RE (2x)? á 


l e: : . 
A mudança 2x = sen t ou X = zsent elimina a raiz do integrando. 


c) IRE — 4x? dx=? 
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2x NS Ea E . 
Ni = sen f ou y = — sen t elimina a raiz do integrando. 
A 2 
Ve 2 

a 

Vo 

dx= — tgu 
) 2 E 


e) Py — cos x dx =? 


Então, 


a X DRE q 
- + sen“ a dx 


e, portanto, nenhuma mudança de variável é necessária. 
é | 9 A 
H |y1-(x- 1) dx=? 
x-1=senuoux=1+senu 
resolve o problema. 
[ 9 ã 
8) |y2x— xº dx=? 
Primeiro vamos expressar o radicando como uma soma de quadrados: 
RR CPO e a, q E 
2x =- xf =X -2)="(-2+i)+I 
ou seja, 
2x-x)=1-(x- 2 


Assim, 
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f,/2x — x? dx= hi —(x— 1? dx. 
A mudança x — 1 = sen u resolve o problema. 
h) [E + 4x-— 3 dx=? 
-x° + 4x — 3 = -(x° — 4x + 3) = -(x° - 4x+4)+1 

ou seja, 

-x° + 4x- 3 =1- (x-2) 
A mudança de variável x — 2 = sen u resolve o problema. 
i) | yx? +2x+2 dx= [I++ de=" 

x+1=tgu 


resolve o problema. 


resolve o problema. m 


EXEMPLO 6. Calcule f J1+ x? dx. 


Solução 
2 T T 
x = tgu, dx = sec” u du | —— < u < — 
e: 2 
| > ET 2 2 
pl +x“ dx= | see? u sec” u du = | |sec ulsec” u du. 
/ T T 
| sec u | = sec u, pois, sec u > 0 ( m u< T ; 
assim, 


Pi +x? dx= | sec? u du. 
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Pelo Exemplo 6 da secáo anterior, 


f sec? u du = — [| sec utg u + In!|sec u +tgul] +k. 


r 
2 


Voltemos à variável x: 


x=tgu;1+x)=sec?u 


como sec u > 0, sec y = 1 + x? 


Então, 


hi +22 de= [x J1+x? + In(x+41+ x? | PK 
2 


2 a 
ly ~ 
EXEMPLO 7. Calcule Í Ja? dx. 
0 
Solução 
ly 2 
falta? dx=? 
0 
x= tg u ; dx = sec? u du 
x=0 ; u = 0 (tg 0 = 0) 
T(. T 
x=1 u=E (9-1) 
4 4 | 
+ E q 
| VI + x? dx = IR 1 + tg? u sec? u du = 
0 0 
7 T. 
= IR sec? u du = =| see utgu +In(secu+tgu Ji 
o > o 
assim, 
| E E. AP l a D) 
Pii dx =- [v2 + In (v2 +1)]. Bi 
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EXEMPLO 8. Calcule a área do círculo de raio r. 


Solução 


2 EUR 
área = 4 | Nr? — x? dx 
0 


Temos 


x=rsenu ;dx=rcosu du 


x=0 :u=0 


ro |3 


T 


rr 2 2! 2 
| yr“ =x“ dx=r 2 y1= sen“ u r cos u du = 
0 0 


LA = (1,1 
0 0 2 2 


ou seja, 


Portanto, 
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r r 

2 |.” 2 2 

área = 4 | ad a dx = rr”. EE 
0 


Exercícios 12.4 


1. Calcule 
| l 
a) fyi 4% dx b) Í dx 
y 4 =. gi 
l l 
c) Í E dx d) Í a dx 
y 4 + x* x* 
X Í 
e) Í | 2 dx f [3-42 dx 
yl == > A 
9 
12 
2] — dx h) fx y1- x^ dx 
1 qe 
¡> ER 
A — dx . | . f- : 
L) R Ji PE J) fo la e 
D [N9 - 4x? ar m) [2 + 2x+2 ds 
| 9 l 
n) fa? + 2x +3 dx 0) Í E A = dx 
alta” 


2. Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que 4x2 + y? < 1. 


” 


? ) 
d Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que Ea + E ai <i(a>0€e 
e pe 
b>0.) 
4. Calcule. 
a) fa (x + Dar b) fa q/x.—1.dx 
| 2 
c) Í E d) Í ——F3 dx 
L+ yx (FF 
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x“ +1 
r = dx 
y 2 X ae X de 


l) Í xarc sen x dx 


n) f arc tg Vx dx 


t de 21 
P Í —— dx 
q 2x +1 
h) Pu + Nx dx 
| 
i) Í —————— dx 
A TETT 
m) f> (arc tg x)? dx 


arc tg e” 
EA 


eX 


5. Sejam m e n constantes não nulas dadas. Verifique que 


l mu r n 
1 + u? 


du= m (1 + uf 2) + narctgu + k. 


6. Com uma conveniente mudança de variável, transforme a integral dada numa 


do tipo ofj 


gpa 
T 
sja 


x2+2x+2 


mu o n 


x +1 


LE 
x+10 
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2 +4x+5 


dx 


dx 


du (m e n constantes) e calcule. 


7. Calcule a área do conjunto de todos (x, y) tais que x? + 2y?< 3 ey 2 x’. 


8. Calcule a área do conjunto de todos (x, y) tais que y = ,/1 + y? e2r+y<2. 


9. Indique uma mudança de variável que elimine a raiz do integrando. 
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| 2 | 
a) yo =." “x b) fx? — 9 dx 


c) fy? +9 dx d) fe? 1 — x? dx 
| 7 > PE: j 
e) IRE == ME P fy dr“ =3: de 
OT a xX p 
g) fya? +3 dx h) Í Taa 
y2 pr edi 
x? 
Í ja Í ————— dx 
1) 2 — 3x2 y y 3x2 — 2 
D) E gq =.1 dr m) hi +e* dx 
n) y + 3x+3 dx 0) Bi + Jx dx 
12.5. P (x) 


INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO 


G=0E=p 


P(x) 
Para calcular | ————————— dy, vamos precisar do seguinte teorema. 
Ea) (a =D) 


Teorema. Sejam a, B, m e n reais dados, com « * f}. Então existem constantes A 


mx +n _ A n B 
A A] p= B 


x+ 
b) m 2 a A + B ” 
(AA = (xa o 


Demonstração 
A 4 B _ (A + B)x— AP - aB 
dt "sb (x-0)(x-B) ` 


Basta então mostrar que existem A e B tais que 


a) 


aii 


[BA+aB=-n. 


Este sistema admite solução única dada por 
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_am>+n _ Bm+n 


e 
a=B a-p 


xm+tn o mx— ma q ma +n m(x—a) ¿Ma +n 


A 


b) 


= q a dl al Va sa 
(= 08) (sad mig E i S ias 
Tomando-se, então, A = m e B= ma +n 

m+n _ A B 


AAA hs a 
(x-a) x-a (x-a)? 


Observe que em cada fração que ocorre no teorema acima o grau do numerador é 
estritamente menor que o grau do denominador. 
Vejamos, agora, como calcular 


f POE . dx, coma + B, 
alía 


em que P (x) é um polinómio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau do 
denominador (grau de P < 2) pelo item (a) do teorema 


E(X) _ A + B 
rl DE” disp 


e, assim, 


| — Lo x= A mix a+ Blnlx— Bl+k 
ae) 


Se o grau de P for maior ou igual ao do denominador, precisamos antes “extrair os 
inteiros”. 


EU saoe O 
(=a) 8) (=) (=) 


em que Q (x) e R (x) são, respectivamente, o quociente e o resto da divisão de P (x) por 
(x — 0) (x — P). 


Observe que o grau de R é estritamente menor que o grau do denominador. 


Não se esqueça: você só pode aplicar os resultados do teorema anterior quando o grau 
do numerador for estritamente menor que o do denominador. Se o grau do numerador 
for maior ou igual ao do denominador, primeiro “extraia os inteiros”. 
( FES 
EXEMPLO 1. Calcule | a AIN 
iS E i o: 
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Solução 


x — 3x +2 =(x- 1) (x- 2). 


O grau do numerador é menor que o do denominador. Pelo item (a) do teorema, 
existem constantes A e B tais que 


x+3 A B 
x2-3x+2 x-1 x—2 


Já sabemos que A e B existem; o problema é calculá-los. Para todo x, devemos ter 
x+3=A(x-2)+B(x-1). 
Fazendo x = 1 
4=A(1-2)0uA=-4. 
Fazendo x = 2 
5=B(2-1)ouB-5. 


Assim, 


| a dx= | + dx + | > dx=-4Inlx-1I+5Inlx—21+k 


x2-3x+2 é aa | a 

ou seja, 
x+3 
[55 (x= 4 Inda 1+5Inlx— 214 ke n 
e de 
249 
EXEMPLO 2. Calcule f Ore da 
NAAA 

Solução 


O grau do numerador é igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair os 
inteiros. 


de > ” d 
x“ +0x+2 x2—-3x+2 
-xº + 3x— 2 i 
3x 


assim, 
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y 
x*+2 3x 3x 
pa EA | a 
x*“-—3x+2 x*—3x+2 xº —- 3x + 2 


Vamos, agora, determinar A e B tais que 


3Y 
3x A g B 


Heil x-1 x-2 
3x = A (x-2)+B(x- 1). 


Fazendo x = 1, obtemos A = -3. Fazendo x = 2, obtemos B = 6. Assim, 


3x = 6 
|--na] dx + | dx= -3Inlx- 11+6Inlx— 21. 
+ dia À E x=1 + ai 


Portanto, 
x2+2 
| -m d&=x-3hnix-11+6hnlx-21+k. n 
= 3x2 
P (x) Dita de 
Para calcular ERR dx, é mais interessante fazer a mudança de variável u = 
xa) 


x — q do que utilizar o item (b) do teorema. 


3 +2 
EXEMPLO 3. Calcule | yA: 
det a 


Solução 


u=x-1+*8x=u+ 1; dx = du 


-3 3 

3+2 +03 +2 

[Eu =[ A q 
(x —1)* u 


3 9 
o + 3u* + 3u + 3 3 3 
=Í HA qu= | ur |du 
a u uf 


Assim, 


> 2 

x> +2 ut 3 

f ER a E parara k 
(x= 1)º 2 u 
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ou 


“y o 2 
x +2 x — 1)* 6 
¡== =D ,3(x-D+3lnlx-1l- 
(x—1y 2 x-1 
EXEMPLO 4. Calcule | dx. 
cos x 
Solução 
f l dx = f saeta dx = |= a 
cos X cos“ x | — sen^“ x 
u = sen x; du = cos x dx. 
Então 
l 
f dx = Í — du 
cos x | — u“ 
De 
of A 
1 — u“ 21|1—u l+u 
resulta 


e, portanto, 


Por outro lado 


então 


f l du=L[-Inll=ul+Inll+ ul] 
ei E 2 


l l 1 + sen x 
f dx = — In |——————| + k. 
COS xX 2 l — sen x 
l + sen x [+ sen x)? 
— = ai = (sec x + tg a 


l — sen x cue” y 


f ; dx = In Isec x + tg xl + k. 
cos x 
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+E 


Ou seja, 


| sec xdx=In|secx+tgx |+k. E 
Exercícios 12.5 
Calcule. 
l 
| Í E 2. f = dx 
x“ — 4 x“ — 5x +6 
X 2x +1 
3 Í dx f dx 
5xº +1 x +3 
s Í dx | = dx 
x—1 (x — 1)“ 
A 
“+3x+41 ré +1 
Í id a dx 8 Í y dx 
x* — 2x-3 (x — 2) 
+3 “+ x+1 
9 Í iaa 10. [ id ii A 
xx — x yf — x 
3 +x+l x? + x +1 
IL: Í dx 12 Í dx 
x* — 2x +1 x4 — 4x +3 
1 + 1 
13 Í dx 14. Í s dx 
xt +5 x4 + 9 
2 +2 1 
15 Í de 16 Í di 
x“ — 9 x“ =x-2 


12.6. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS COM DENOMINADORES DO TIPO (x — a) (x 


-P (X= y) 


A demonstração do próximo teorema é deixada para o final da seção. 


Teorema. Sejam a, f, y, m, n, p reais dados com a, p, y distintos entre si. Então 
existem constantes A, B, C tais que 


mx? + nx+ p A 
= + 


| me ET 
CERA DIE O 


xl + nx + | 
b) mx“ + nx Pq A $ B 
alla ga 
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Observe que, em cada fração que ocorre no teorema acima, o grau do numerador é 
estritamente menor que o do denominador. 


x* +2x+1 


3 


—; > —— dx. 
x? — xº — 2x 


EXEMPLO 1. Calcule l] 
Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador. Primeiro devemos “extrair os 
inteiros”. 


x4 + 0x3 +0x2? +2x+1 x — x2 — 9x 
— y4 -3 A vê — 
x” + : Ta x+1 
x +2xº+2x+1 
—x3 + x2 + 2x 
3x2 + 4x +1 
assim, 
4 ` 2 A 
x" +2x+1 3x“ +4x+1 
A =x+1+=3 275 
r? —x*-—2x x — xº — 2X 
Temos 


x—x2-2x=x (0 -x-2)=x(x+ 1) (x- 2). 


3x2 +4x+1 A P a E 
x(x +1) (x — 2) ie x +1 x—2 


3x? + 4x + 1 =A (x + 1) (x - 2) + Bx(x — 2) + Cx(x + 1). 


| 0) 
Fazendo x = 0, x = -1 e x = 2, obtemos A = ee a ei —. Assim, 
l 21 
4 , = == 
x*+2x+1 
¡Sa -| a PA 6 dx = 
x — xº — 2x X x—2 
y? l 21 
= — + x — — in Ixl + — Inlx-21+«k 
2 2 6 
ou seja, 
4 ç 2 
x* + 2x +1 > l 21 
JH e la nlx- 21+ k. E 
x? — xº — 2x 2 2 6 
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É e e | 
EXEMPLO 2. Calcule | A di 
= de e 


Solução 


1 é raiz de x? — x? — x + 1. Então, 


3 7 
x? — xº* — x+1 .— 
x l 


-x +x? x=] 

= + 1 

ta~] 

0 
x-=x2=x+1=(x- 1) (0-1) = (x- 1) (x + 1). 

Py / 
E _ A m B 4 E e 
x = 2 — x+1 x+1 1" (x 


2x+1=A (x- 1) + B(x+ 1) (x- 1) + C(x+ 1). 


3 
Fazendo x = 1, 3 = 2C ou C = e 


Fazendo x = -1,-1=4A ou A = -1 
3 
Fazendo x = 0, | = =a — B+ > ou B= 1 
4 2 4 
Assim, 
2x F 3 
¡| 4=-5 Ape | a S — dx 
xa — xº - x+1 4J x+1 4J x=1 2 (x — 1)* 
ou seja, 
2x + 3 
BE dim 4 Diniz 10 4 E 
O —x*-x>+1 4 4 2(x-—1) 


Antes de provar o teorema enunciado no início da seção, vamos mostrar que se m, 
n, p e a são reais dados, então existem reais m,, n, e p; tais que 


mx? + nx +p=m (x-a) +n (x-0)+p,. 


De fato, fazendo x = (x — «) +a vem 
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E 
mê + nx + pmi arar Trata Ia p 

= m(x — a) + (2am + n)(x— a) + ma” + na + p 
=m (x— a) +ny(x— a) tP 

em que m; = m, n; = 2am + ne p; = ma + na + p. 

A seguir, faremos a demonstração do teorema mencionado acima. 
1) Pelo que vimos na seção anterior, existem constantes A, e B, tais que 
l = l Y 
a HR BUEY (== A=Y 


=| 4 ¿BA |. l 
A Aep] O 


a A q Bb 
A Ea) 


Segue que existem constantes A,, B,, Az, By tais que 


Aj B -4 Bb, 4% ,_B 


— A a. _ = À 
e E ma Td Fey == 


Assim, 


— Do E E A 
ESTE E YO TE EM PY 


em que A, = A), B; = Az e C, = B, + B,. Temos, agora, 


mx? + nx+ p _ m(x- a) +n (x—0a)+ p 
(t= aam Bay) [= = Be a À. 
mı (x — a) ni Pl 


A A A A A 
==) GO (F= A=) 


Segue que existem constantes A, B, C (por quê?) tais que 


mx? + nx+ p A B C 
(x-a) (x- B) (x-y) x-a x-B x-y 
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l l l 
b) = 
ala Rail wep 
A B 
-| A, A 5 ist 
a "8,25 G-rmGe-eB. Gp) 
Assim, existem constantes A,, B,, C, tais que 
l _ A) B> C 
xa) (xp x-a x-B (x-Bß° 
Deixamos a seu cargo terminar a demonstracáo deste item. 
Exercícios 12.6 
1. Calcule. 
= +1 
a) Í E 7 dx b) | == E dx 
RA a éi 
x +x+1 2 
c) Í E 3 E dx d) Í — dhk 
x? — x (x + 2) (x — 1)? 
Í x +3 I P j x+5 y 
> x x 
i 3-2 apa l x) — 4x2 +41 
2 5 
é io pd x? +3 
g) Í dx h) Í de 
(x — 2) x) — 4x 
4 x? +1 
i) Í Tx i) Í dx 
x — x? —2x ? x — x? —2x 
2. a) Determine A, B, C, D tais que 
3 A P B 2 C D 
(x — 1)? (x + 2? x-1  (x-1? x+2  (x+2) 
qa 
b) Calcule | — r di. 
w R 
3. Calcule. 
$] 
a) ¡E £ dx b) ¡== dx 
(> 1)4 3 (x +2) 
== 3 
c) Í — d d) Í — 
x? (x +1) (x? —1) (1? — 4) 


12.7. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS CUJOS DENOMINADORES APRESENTAM 
FATORES IRREDUTÍVEIS DO 2.” GRAU 
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PJ 


—>5————— quando A = 
ax? +bx +c 


Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular Í 
b? - 4ac < 0. 


EM nE al! 
EXEMPLO 1. Calcule f — ~ dk. 
ke aP A a 


Solução 


Primeiro vamos escrever o denominador como soma de quadrados: 


x+2x+2=(+2x+ 1) +1=(x+ 1) + 1. 


Assim, 


2x +1 2x +1 
pe DE 
x*+2x+2 | + (x + 1) 


Façamos, agora, a mudança de variável 


u=x+1,du= dx. 


Então, 


Ph im ZE 2 e 
[52 tre |h] = du+ | Eds 
READ | de | + us lus 


= In (1 + 12) —arctgu+ k 


ou seja, 
2x +1 > 
| SE dx= nę? +2x+2)—arctg(x+1)+k a 
x + A E 


x2+2x+3 


EXEMPLO 2. Calcule Í A 
xº + dx +13 
Solução 


Como o grau do numerador é igual ao do denominador, primeiro vamos extrair os 
inteiros. 


E 
x +2x+ 3 |x2+4x+13 


=x? — 4x — 13 l 
a > 10 
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assim, 


x2+2x+3 2x +10 
f | l O AEE dx 
L“ FALF r“ F dei 


ou 


Í x2+2x+3 h pe | ¿E 2x +10 
AX — 
x? +4x +13 EEF PEET 


De x? + 4x + 13 = xX? + 4x + 4 + 9 = (x + 2)? +3? segue 


2x + 10 2x + 10 
[== “=| — ada. 
x“ + 4x +13 (x +2) + 3º 
Fazendo x + 2 = 3u, dx = 3du, 
2x + 10 2 (3u — 2) +10 u +1 
[O a PE E 
x“ + 4x + 13 Qu? + 9 ut +1 
aj da f pa 
u? +1 u? 
ou seja, 
2x+10 
| <= ma +) + 2 aro tg u +k. 
x“ + 4x +13 
Assim, 
É > 
x*+2x+3 x*“+4x+13 x+2 
JH o ESTES arctg | Der a 
x*“+4x+13 Lo 3 


Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo 


f PX 
AA dx 
(x — a) (ax* + bx + c) 


em que P é um polinômio A = b?*- 4ac < 0. 
Para tal, vamos precisar do 


Teorema. Sejam m, n, p, a, b, c e a números reais dados tais que A = b° — 4ac < 
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0. Então existem constantes A, B, D tais que 


mx? +nx+ p _ A e Bx+ D 
(x—a)(ax +bx+c) x-a axl+bx+c 


Demonstração 


A 4 BxtD _ (aA + B) x? + (bA — aB + D) x + (cA — aD) 


x=a ax?+bx+c (x — a) (ax, + bx + c) 


Basta, entáo, mostrar que existem A, B, D tais que 


jaa + B =m 
¡DA—-aB+D=n 
[cA — aD =p. 


O determinante do sistema é 


a l 0 
b—a 1I|=aa?+ba+c+o, 
c 0 —Q 


ax? + bx + c não admite raiz real. O sistema acima admite, então, uma única 
solução. E 


x +x+41 


dx. 
x —8 


EXEMPLO 3. Calcule l] 


Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador; vamos então extrair os 
inteiros: 


x’ +0x4 +0x3 +0x? + x+ l x3-—8 
—yô + 8x? x? 
8x2 + x +] 
x +x+1 » , 8x2 + x+1 
-a a a 
x>—8 x —8 


Assim, 
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f x +x+41 x3 m f 8x2 +x+1 


lx = — tx. 
x -—s8 i 3 x3 -8 i 


Pelo teorema existem A, B, C tais que 


8&x?+x+1_ A y B+C 
x-8 x=2 x2+2x+4 


8x? +x+1=A (x? + 2x + 4) + (Bx + C) (x-2). 


Fazendo x = 2, 35 = 12A ou A = —. 


Fazendo x = 0, 1 = 4A - 2C ou C = = 


= 


dx. 


6 
Fazendo x = 1, 10 = 7A - B - C ou B = E. 
Assim, 
6l 16 
Eee o 
[E ao d+ | 123 
x — 8 12 x — 2 xº +2x+4 
35 l 6lx + 64 
= Inlx— 214 f — E 
12 2) xº+2x+4 
Precisamos, agora, calcular 
f 6lx + 64 
xº+2x+4 


Temos 
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l 6lx + 64 so. 6lx + 64 DEC mn de 
E TAN I Si ana u? + 
=61 | -> z du+ IF z du 
u? + 
6l 3 u 
= ln (u? + 3) + arc tge = 
2 413 y 
61 3 x+1 
= 1n (2 +2x+4)+ 5 arc tg- 
2 43 y 2 
Conclusão 
5 . 
x +x+ 
j X : X Nin 
xº —8 
e 35 ” 3 x + 
RE AA A AS E arc tg Eri Fk: 
3 12 24 12 43 
a 
Exercícios 12.7 
Calcule. 
412 +17x +13 x+2 
LÍ SED A Í —__—- dy 
(x— D(xé + 6x +10) x? + 2x4 + 5x 
4x+1 4x+1 
3. | == a dx 4. Í E dx 
x2? +6x +12 rx + 6x+8 
2 Y 
IE + 5x+4 2x4 +4 
s. Í +. & 6. Í EA dx 
tr +xt+x-3 x — 8 
a EREI x! +2x2 —8x+4 
ls ar dx s. | 7 dx 
2+x-3 o 8 


12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E COSSENO 


Nesta seção serão utilizadas as fórmulas a seguir, cuja verificação deixamos a seu 
Cargo. 
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sen a cos b = 2 [sen(a + b) + sen(a — b)] 


cos a cos b = = [cos(a + b) + cos(a — b)] 


sen a sen b = - [cos(a — b) — cos(a + b)] 


EXEMPLO 1. Calcule [sen 3x cos 2xdx. 


Solução 


Pela primeira fórmula acima (a = 3x e b = 2x), 


| | 
sen 3x cos 2x = > Isen(3x + 2x) + sen(3x — 2x)]= 5 (sen 5x +sen x). 


- - 


Daí 


l l E l 
[sen 3x cos 2 xdx => fi sen 5x + sen x)dx = Mrs 5x — > Cos x+k. a 


EXEMPLO 2. Calcule feos? xdx. 
Solução 
cos? x = cos x cos x. Pela segunda fórmula acima (a = x e b = x), 


l | 
2x = [cos(x + x) + cos(x — x)] = (cos 2x + cos 0)= 


cos 


Daí, 


l l l XxX 
feos? xdx = 5 cos 2x + 5 dx =— sen 2x + —+ k. E 
2 2 4 2 


- 


EXEMPLO 3. Calcule [sen 3x sen 5x dx. 
Solução 


| | 
sen 3x sen 5x = [cos 3x— 52)— cos(3x+ 5x)] =- [cos(— 2x) = cos 81]. 
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Como cos(-2x) = cos 2x, pois o cosseno é função par, resulta 


l sen2x  sen8x 
[sen 3x sen 5x dx=— [cos 2x — cos 8x]dx = ===- ——— + k. - 
2 4 16 
EXEMPLO 4. Calcule fse n? xdx. 
Solução 
De 
l l cos2x 
sen x sen x =— [cos(x — x)— cos(x + x)| =— — 

2 2 2 

segue 
3 senx senxcos2x senx sen3x+sen(—x) 
sen"'x=—"——— DDD __ € —_ _ 
2 2 2 4 
Como o seno é função ímpar, sen(—x) = —sen x, e, portanto, 
3 3senx sen3x 
sen? x=——— ————. 
4 4 
Logo, 
—3C08X . C083X 
[ sen? xdx = ——— + ——+k. m 
4 12 


T 
EXEMPLO 5. Calcule Í cosnx cos mxdx, cos nx cos mxdx, sendo m e n naturais 
=a 
não nulos. 


Solução 


cos nx cos mx = —[cosín + m)x + cos(n — m) x]. 


| 
2 


1.º CASO: n=m 


=x 2 2n 


pa 


x | (7 l | sen 2nx a 
Í cos nx cos mxdx = A Í [cos 2nx + 1]dx = SS + x =T. 
247 
—A 


2.º CASO:n 4 m 
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É T 
x Li sen(n+m)x , sen(n— m)x 
cos nx cos mxdx = E Eu ” + — =0. 


e> n+m n—m e 
Conclusão: 
x es 
x sen=m 
f cos nx cos mxdx a Genim m 
se l sen*m 


Exercícios 12.8 


Calcule. 
a) | sen 7x cos 2xdx b) | sen 3x sen 5xdx 
c) | cos 2x cos xdx d) | cos x sen 2xdx 


” 


e) | sen nx cos mxdx, sendo m e n naturais não nulos. 


FP | sen x sen 2x sen 3xdx 2) | cos x cos 2x cos 3xdx 


A 


Calcule | sen nx cos mxdx, sendo m e n naturais não nulos. 


pr 


Calcule | sen nx sen mxdx, sendo m e n naturais não nulos. 


n 


12.9. INTEGRAIS DE POTÊNCIAS DE SENO E COSSENO. FÓRMULAS DE RECORRÊNCIA 


Inicialmente, vamos recordar as fórmulas 


z p 2 2 
Se n for ímpar, faça u = cos x e sen^ x=1— cos“ x 
| cos2x 


[sem xdx =? a À > 
Se n for par, faça sen^ x= ME 


2 9 9 

[Se n for ímpar, faça u = sen xecos?* x=1I—sen* x 
> l r P E 
» cos 2x 

| Se n for par, faça cos? x= ~ + — 


ES xdx = 9 
> 


- 


EXEMPLO 1. Calcule feos? xdx. 
Solução 
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3 E aen E 
cos” xdx = | cos“ x cos xdx. 
tn 


du 
Fazendo u = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta 


3 
feos? xdx = fi — sen? x)cos xdx = fi — y? Jdu =u— pad +k. 
3 


m 


Logo, 
sen? x 


ES xdx = sen x — +k. E 


EXEMPLO 2. Calcule [sen 3x dx. 
Solução 
[sem 3x dx = | sen? 3x sen 3xdx. 


A mudança de variável u = cos 3x implica du = -3 sen 3xdx. Temos, então, 


3 


—] —] u? | —cos3x cos? 3x 
| sen? srdar= (1-1?) au= Hat SR 


EXEMPLO 3. Calcule [sent xdx. 


/ 9 2 te 2: 2 
[sent xdx = Í (sen* x) dx = E ERA ] dx = E fi — 2 cos 2x + cos? 2x) dx. 
2 9 4 


- 


l cos 4x 
a. 


Ñ 
De cos? cos? 2x= a resulta 


3 cos 4x ` 3x Ax? 
| sen? xax== || == 2008 2 Ja (sen x RE | 
+ 2 4 8 


Portanto, 


+ k. = 


3x sen2x , sen4x 
[sent xdx = — — + 
8 4 32 


Para o cálculo das integrais [sem xdx e feos” xdx, com n = 5, recomendamos 
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utilizar as fórmulas de recorréncia que seráo estabelecidas no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4. Seja n um número natural, com n > 2. Mostre que 


l n—1 ” 
a) | sen” xdx=-— — sen”! x cos x + [sen xdx. 
n n 
n l n—l Md n—2 
b) | cos” xdx = — cos x sen x + cos-* ed: 
n n 


Solução 


a) Vamos integrar por partes. 


ES E Ye! 
[sem xdx = | sen! l xsen xdx =-— sen”! xcos x = fí n— I)sen”"”< x cos x(—cos x)dx 
A A 
daí 8 


[sem xdx==—sen""! xcosx +(n— 1) | sen” x(1—sen? x) dx 
ou seja, 
[sem xdx ==—sen""! xcosx+(n—1 | senr=2 xáx — (n— 1) [sem xdx. 
Passando para o primeiro membro o último termo e somando, obtemos 
n sen” xdx ==sen""! x cos x+(n—1) | sent? xdx 


e, portanto, 


n=1 


l 
| sem xdx=——sen""! x cos x + 


= 
fsen” 2 xdx. 
n n 


b) Deixamos a cargo do leitor. E 
EXEMPLO 5. Calcule feos? xdx. 


Solução 


Pela fórmula de recorrência, temos 


4 
feos? xdx=— cos? x sen x +— ES xdx, 
> 


E 
5 


2 
9 des 
cos? xdx = cos“ x sen x + z feos xdx. 
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Como feos xdx = sen x, resulta 


l 4 4 > 8 
— cos" xsenx+— cos” xsen x + — sen x+k. E 
3 IS 15 


Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de poténcias de seno e 
cosseno. Sejam m e n números naturais. 


| sen” x cos” xdx =? 


Se n for ímpar, faça u = cos x. 
Se m for ímpar, faça u = sen x. 
Se m e n forem pares não nulos, faça sen? x = 1 — cos? x 


ou cos? x = 1 — sen? x e utilize as fórmulas de recorrência acima. 
` » l cos 2x > l cos 2x 
Ou então, faça sen* x= a AA a 


EXEMPLO 6. Calcule [sen 33x cos? 3 xdx. 


Solução 


= 0, dz 
Inicialmente, vamos fazer a mudança de variável z = 3x e, portanto, dx = . 


Segue que 
l 
| sen? 3x cos? 3 xdx = = | sen? z cos? zdz. 


Vamos, então, ao cálculo de f sen? z cos? zdz. Como ambos os expoentes são 


ímpares, podemos escolher a mudança de variável u = cos z ou u = sen z. Vamos 
escolher a segunda. 


i n e Ba a a E 
sen? zcos* z cos zdz 
1 
au 


Escolhendo u = sen z, du = cos zdz. Lembrando que cos? z = 1 — sen? z, vem 


6 cond > Gi, 

a » sen” z sen z 

[sem z cos“ zdz = fu | — 44) du = — — == —— — —— 
4 6 4 6 
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Portanto, 


l 43x 6 3x 
[sem 3x cos? 3 xdx = — E o A +k. 
2 4 6 
EXEMPLO 7. Calcule fsen? x cos? xdx. 
Solução 
1.° PROCESSO 
| cos2x | 1 cos 2x 
f sen? x cos? xdx = (+ Mi E + e a 
2 2 2 2 
daí 
l » l 1 cos 4x ` 
[ sen? x cos? xdx = =Ja — cos? 2x)dx =— IE a 
4 4 2 2 
e, portanto, 
f sen? x cos? xdx = H2 cs 4x | +k 
412 8 
2.º PROCESSO 
Lembrando que sen 2x = 2 sen x cos x e, portanto, sen x cos x = > sen 2x, temos 
l l l cos 4x ` LES à 
[ sen? xcos? xdx = — Í sen? 2xdx = + Pdo Jas == | — | +k. 
4 a 2 ES y 412 


3.º PROCESSO 


Fazendo sen? x = 1 — cos? x, vem 


” 9 9 
fsen? xcos* xdx = feos? xdx — feos! xdx. 


Pela fórmula de recorréncia, 
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» cos x sen x l sen2x x 
cos? xd ax += 
2 2 4 2 


l 3 cos? xsenx , 3sen2x 3x 
cos! xdx=— cos? xsenx += | cos? xdx = A a s, 
4 4 4 16 8 


Subtraindo membro a membro as duas últimas igualdades, resulta 


3 
) > sen2x cos“ xsenx , Xx 
fsen? x cos“ xd =——— =H tk. a 
16 - 8 


EXEMPLO 8. Calcule feos? 7x sen xdx. 


Solução 


Aqui a melhor alternativa é proceder como na seção anterior. Temos 


fcos? 7xsen xdx = a fi 1 + cos 14 x)sen xdx = = [sen xdx + — [sen x cos 14xdx. 


| | 
De sen x cos 14x = 5 [sen 15x + sen(—1 3x)] =: (sen 15x — sen 13x), segue 
-cosx  cosl3x |. cosl3x 
fcos? 7x sen li ia te + E k. 5 
2 60 52 


Exercícios 12.9 


1. Calcule. 

a] fa 

a) f cos? Sxdx b) [sen x cos* xdx 

y) 

c) feos x sen? xdx d) | sen 2x cos“ 2xdx 
9 ” 9 

e) | sen? x cos? xdx A fcos? 2x sen“ 2xdx 
2 9 É) 9 

g) | sen“ 2x cos“ 3xdx h) | cos x cos“ 4xdx 


2. Seja f(x) uma função contínua. 


a) Mostre que a mudança de variável u = sen x transforma a integral 
f físen x)cos xdx em Í f(u)du. 


b) Mostre que a mudança de variável u = cos x transforma 
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Í f(cos x)sen xdx em -Í fu)du. 


3. Utilizando o Exercício 2, calcule. 


a) [cos x 3/sen x dx b) feos? XxX (1 + „sen XxX ) dx 
sen x sen? x 
c) Í z dx d) Í dx 
cos” x COS x 
cos? x COS x 
e) Í 7 dx f [= dx 
sen’ x l+sen”? x 


12.10. INTEGRAIS DE POTÉNCIAS DE TANGENTE E SECANTE. FÓRMULAS DE 
RECORRÉNCIA 


Inicialmente vamos relembrar as seguintes fórmulas: 


1. f sec xdx=In|secx+tg x|k 


2. ftg xdx = — Infcos x|+ k 


3. | sec?xdx=1g x+k 


4. | tg?xax= f (sec? x—l)dx=tgx—x+k 


n tent ly 
5. ftg” sectae A” k(n+-—1) 
n 
l sec”+! 
6. | sec” xsec xtg xdx=———+k(nx*-1) 
n+1 


Para o cálculo de integrais de potências de tangente e de secante, com expoente 
natural n, n > 2, utilizam-se as seguintes fórmulas de recorrência: 


tol y 
E: fie” mat Ejn xdx (Exemplo 3) 
n- 
a 
RO O, 
Ze ES xdx = i Ee [Cada xdx (Exemplo 7) 
n— n— 


EXEMPLO 1. Calcule fig xdx. 
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Solução 
1.º PROCESSO 


fe xdx = fie x(sec? x—1)dx = fie x sec? xdx — fie xdx 


portanto, 


> + In|cos x| +. 


> 
tg“ 
Í tg? xdx = © 


2° PROCESSO 


M 
sen“ x sen x 
fig xdx = A dx. 
cos” x 


Fazendo u = cos x e, portanto, du = —sen xdx, vem 


fig s=- JE =— Cm Jam + InJuj+ k. 
u4 2u? 


Portanto, 


> 
ne qe 
indo xdx = + In|cos x|+ k. 


2 


“ difere de £ * por uma constante!) E 


(Observe que 2 


EXEMPLO 2. Calcule fist xdx. 


Solução 
fis! xdx = fie? x(sec? x—1)dx = | 12? xsec? xdx — fie? xdx. 
Segue do formulário acima 


3 
| tg” x 
fie! xdx = F AEE: m 


No próximo exemplo, estabeleceremos a fórmula de recorrência para o cálculo de 
integrais de potências de tangente. 


EXEMPLO 3. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 
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Solução 
fie” xdx = fig x(sec? x—1 jdx= ftg"? xsec? xdx — fig xdx. 


Portanto, 
t E q 
fie” xdy=8 | fer? xdx. 
n—1 
EXEMPLO 4. Calcule fiss xdx. 
Solução 


Pela fórmula de recorrência, 


fz a Hd 
te X t X te X 
rl Er fte xar 
Portanto, 
tefx tełx 
fiss xdx = EN = a — Infcos x| + k. 


EXEMPLO 5. Calcule [sec xtg? xdx. 


Solução 


1.º PROCESSO 
Vamos utilizar a fórmula 6 do formulário dado no início da seção. Temos 


/ > 
ES X tg? xdx = [sect x(secº x — 1)sec x tg xdx. 
Daí, 


5 
[sec x te? xdx= [sec x sec x tg xdx — | sect 


xsec x tg xdx 


e, portanto, pela fórmula mencionada, resulta 
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al y 
sec”. : 
[sec xtg? xdx = 7 _ +E 


2.º PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e cos x.) 


- 


sen“ x 
| sec? xtg? xdx = [Se sen xdx. 
cos” x 


Fazendo u = cos x e, portanto, du =-sen xdx, resulta 


1 — u? ? | | 
| sec? y tg? xdx = -| 3 du = pe Ls du + pes du = = +k 
u Tu Su” 
e, portanto, 
7 o, E 
sec’ x sec” x 
[sec xtg? xdx = 7 E tk E 


EXEMPLO 6. Calcule [sec x te? xdx. 


Solução 
| sec xtg? x dx = [sec x (sec? x— dx = [sec? TAR | sec xdx. 


Para o cálculo de | sec? xdx, vamos utilizar integracáo por partes. Temos 


ada RR, Iene E as ps 
sec? xdx = | sec xsec“ xdx = sec x tg x— | sec x tg x tg xdx. 
o ja, 
g 


Segue que 
ES xdx = sec x tg x— [sec x(sec? x— I)dx = sec x tg x — [sec? xdx + [sec xdx. 
Temos, então, 
2f sec? xdx = sec x t gx+ [sec xdx 
e, portanto, 


secxtex  Inisec x + te x 
| sec? xdx = == + Inlsec x + tg x| a = L 
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Conclusáo: 


secxtgx In|sec x+ tg x] 


» x 
[sec x tg? xdx = z Tk. a 


No próximo exemplo será estabelecida a fórmula de recorrência para o cálculo de 
integrais de potências de secantes. 


EXEMPLO 7. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 


F 
sec” 4 xtex n—2 
adi a 

ñ— 1 n—1 


E; | 
[ sec" xdx = | sec" 2 xdx. 


Solução 


Vamos proceder exatamente como no cálculo da integral de sec? x efetuado no 
Exemplo 6. Temos 


LAS, fa |) ama 
| sec” xdx = | sec" “ xsec* xdx =sec""“ x tg x =$ — 2)sec!—3 x sec x tg x tg xdx 
— — 
f 


r 


2 


daí 
=9 a, 9 
[sec xdx = sec” * x-tex—(n— zf sec” < x(sec” x — 1)dx 
e, portanto, 


Sa “9 
sec” xdx = sec™ “ xtg x-(n-2 | sec" xdx + (n — Df sec” 4 xdx. 


Segue que 
(n—1 | sec" xdx=sec""? xtgx+(n— 2)| sect? xdx. 
Logo, 
ES xdx = sect? xtgx ia E j xdx. a 
= n—l 


Para finalizar a seção, sugerimos a seguir como proceder no cálculo de produto de 
potências de tangente e secante. 
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| sec” x tg” xdx =? 


Se m for ímpar, proceda como no Exemplo 5. 
Se m for par, expresse o integrando em poténcias de sec x, como no Exemplo 6, e 
utilize a fórmula de recorréncia para o cálculo de integrais de poténcias de sec x. 


Exercícios 12.10 
1. Calcule. 


' 
a) fiss x sec” xdx 


c) fis? 2x sec 2xdx 


e) fiz x 3/sec x dx 
g) | sect xdx 
i) fies xdx 


2. Verifique que 


a) [cota xdx = Injsen x| + k 
A) 
c) f cosec? xdx =—c 
p) 
e) foot” x cosec” xdx 


P f cosec” x cosec x cotg xdx = — 


8) fcosee" xdx =— 


h) f cotg” xar =— 


3. Calcule. 


1 
a) il 
sen” 


b) = cos? 
sen? 


sen y : ) 
cosec x cotg x n— é 
R a st cosec 


cotg"” 


b) fis x sec? xdx 


d) fu 3 3xdx 


x 
h) E 3x tg 3xdx 


D ES xdx 


b) feosec xdx =—1In|cosec x + cot g x| 


d) foot? xdx = —cotg x — x + k 


i+] x 


+knz*-1 


n+1 


cosec”+! 


n+1 


x 
+k,n4-—1 


=, 
à“ xdx,n=>2 
n—1 


X “9 
— f cotg” “ xdx,n= 2 
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Á X 
12.11. A MUDANÇA DE VARIÁVEL = tg 2 


2 


Xx 
a É recomendável sempre que o integrando for da 
forma Q (sen x, cos x), em que Q (u, v) é um quociente entre dois polinômios nas 
variáveis u e v. Se o integrando for da forma Q (sen ax, cos ax), æ constante, sugere-se 


A mudança de variável “4 = tg 


a mudança u = tg 


Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades 
trigonométricas importantes. 


x 
Y Y sen 5 x 
senx=2sen—cos—=2 £ cost —. 
2 e) x o) 
y E cos — z 
2 
Assim, 
Por outro lado, 
a X 
) X 3 X >» X > X = Go 
cos x = 1 — 2 sen“ — = cos“ — | sec“ =-— 2 tg“ = | = = 
2 2 2 2 ERM X 
a 
ou seja, 
Observe que 
2 to Qu | — to! AX 
? ” 
sen ax = ET e cos ax = ço 
| + tg? | + tg? 
> 5 
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EXEMPLO 1. Calcule f dx. 
cos x 
Solução 
1 1+ tg? > 
f dx = Í E dx 
cos x ARA t 
[= Ta > 
ENEE A 102 E i 
87 2 ge 
Assim, 
l l+u? 2du f. 
f dx= | =È =| y du. 
cos x l- ul 1+ ut 1 — y4 
Como 
2 _ 1 l 
| — u? l— u l+ u 
resulta 
l l+ u 
f = NAAA A 
COS xX — j 
Assim, 
X 
f dx = In = + k 
COS x RES 
kate > 
Por outro lado, 
” 
1+ — + - [cost + send | 
IE = cos sen — > > ld 
=— Sosa Ds =secx+tgx 


X x X a X > o 
l— tg o r ome 


Portanto, 
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l 
f dx = ln | sec x + tg xl + k. 
cos x 


EXEMPLO 2. Calcule f ~ lo 
a e A 
Solução 
l l 
f — dx = Í E l 
l — cos x + sen x lama 2 to Ž 
o > a e > 
pa. ps + £ 
1 + tg? = Ar tg? 
x 
| + tg? E 
=) X E X dx. 
2 tg? > +2tg— 
2 GÊ. 


a 
II 


l nx 
See = Jar 


+u 2 
Í | dr=— | E us em - | a 
l — cos x + sen x 2 ue t+u 1+u* u(u+l) 


Como 
-I mt ga 
u(u+1]) u u+ l 
resulta 
| x= In ao + k 
1 — cos x + sen x u +1 
ou seja, 
gŽ 
[== an —— + k. 
l — cos x + sen x iago 
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| 


Como 


x E x x 
tg — sen — sen — cos — 
2 o 2 = 2 2 
X xX x > x x 
l+tg— cos—+sen—  cos* — + sen — cos — 
2 2 2 2 2 2 
l 
— sen x 
= 2 o sen x 
e a = ; 
Cinco A A FONE BAR 
2 2 2 
resulta 
l sen x 
f — dx = In | | + k. 
L-— 208 tF sen x 


1 + cos x + sen x 


Exercícios 12.11 


Calcule. 


ih == a 


” 
— sen? xy sen x + cos x 


ba 


sen 2x 2 ta x 
3. Í — dx 4. Í ai: a dx 
1 + cos x 2+3 cos x 
l l 
5. Í —— dx 6. Í — dx 
> cos x — sen x 


2 + sen x 
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13 


MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES DA INTEGRAL. 
COORDENADAS POLARES 


13.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM TORNO DO EIXO x, DE UM 
CONJUNTO A 


Seja f contínua em [a, b], com f (x) > O em [a, b]; seja B o conjunto obtido pela 
rotação, em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a e x = b, 
pelo eixo x e pelo gráfico de y = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de 


Seja P:a = xo < X1 < X% <... < Xi-1 < Xp <... < Xn = b uma partição de [a, b] e, 
respectivamente, c;e c; pontos de mínimo e de máximo de f em [x; 1, x¡]. Na figura 
da página anterior, c;= x; — ¡€ G = x;. Temos: 

mA e; Ja Ax; = volume do cilindro de altura Ax, e base de raio f(c;) (cilindro de 
“dentro”) 


mA e; y]? Ax, = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f( C;) (cilindro de 
“fora”). 
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Uma boa definição para o volume de V deverá implicar 


n = 
> m [f(c JP Ax; = volume = y T [fc op Ax; 


i=] i=| 


para toda partição P de [a, b]. Para máx Ax, > 0, as somas de Riemann que 


b 
comparecem nas desigualdades tendem a | nifi x)]? dx: nada mais natural, então, do 
a 

que definir o volume V de B por 


b sl 
V=7 Í FOR dx 
a 


ou 


b 
V= nÍ y? dx, em que y = f(x) 
a 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do 
conjunto de todos os pares (x, y) tais que x° + y? < r°, y > 0 (r > 0). 


Solução 


x? + y? < r°, y > 0, é um semicírculo de raio r. Pela rotação deste semicírculo em 
torno do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos: 


2 2 1 87 2 ia 
X+y <r,y20 S y= yr x, r Er. 


Segue que o volume pedido é 


r > E EN RE Hi 
volume =7 y? dx =2x (Wr? = y | dx 
Be 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo, em torno do eixo x, do 
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. , | 
conjunto de todos os pares (x, y) tais que — = y= x,1 <x <2. 
x 


Solução 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do 
conjunto hachurado. O volume V pedido é igual a V, - V, em que V, e V, são, 
respectivamente, os volumes obtidos pela rotação, em torno do eixo x, dos conjuntos 
A, e A, hachurados. 


y 


- 213 x 
v =r [tar E e n=7 | = dx = — 
| 3 IA 2 
Deste modo, o volume V pedido é: V =Z ELIE 
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O próximo exemplo é um caso particular do teorema de Papus (Papus de 
Alexandria, IV século d.C.) para volume de sólido obtido pela rotação, em torno de 
um eixo, de uma figura plana que não intercepta o eixo. Tal teorema nos diz que, sob 
determinadas condições, o volume do sólido obtido pela rotação, em torno de um eixo, 
de uma figura plana que não intercepta tal eixo é igual ao produto da área da figura 
pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo baricentro (ou 
centro de massa) da figura. (Veja Exercício 3, Seção 13.9.) 


EXEMPLO 3. Considere um retângulo situado no semiplano y > 0 e com um lado 
paralelo ao eixo x. Seja P a interseção das diagonais. Mostre que o volume do sólido 
obtido pela rotação em torno do eixo x é igual ao produto da área do retângulo pelo 
comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo ponto P. 


Solução 


Consideremos o retângulo 


O volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, deste retângulo é 


b a b a 
V=x Í = Í Ak 
[4 a 


1 
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ou seja, 


V=n (d - eb - a) 


e, portanto, 


V=21r E (d-cXb—a) 


IFG- l ; E 
em que 27 et é o comprimento da circunferência gerada pelo ponto P e (d — cb 


- a) é a área do retângulo. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua 
válido se as expressões “semiplano y > 0” e “em torno do eixo x” forem substituídas, 
respectivamente, por “semiplano x > 0” e “em torno do eixo y”.) m 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.” Teorema Fundamental do Cálculo 
(ou simplesmente Teorema Fundamental do Cálculo) cuja prova é deixada para o Vol. 
2. Seja g uma funcáo contínua em um intervalo I e a um ponto de I, a fixo. Assim, 
para cada x em J, f g(x)dx existe. Podemos então considerar a função que a cada x 

a 
em I associa o número f g(x)dx. Pois bem, o 2.” Teorema Fundamental do Cálculo 


xX 
nos diz que f g(x)dx é uma primitiva de g(x) em I. Vejamos como podemos nos 


convencer desse fato. Conforme veremos no Vol. 2, sendo g contínua em I, existirá G 
tal que, para todo x em I, G'(x) = g(x). Pelo 1.° Teorema Fundamental do Cálculo, 


“e x)dx = G(x)— G(a), daí, e lembrando que G(a) é constante, resulta, para todo x 
a 
em l, 


1 (x um 
=| g(x)dx = “IG x)— G(a)|= g(x) 
dx Ja dx 


e, portanto, 


d (x 
— | g(x)dx = g(x). 
{x Ja 


ax 


Agora, podemos prosseguir. 
Seja f (x) > 0 e contínua em [a, b]; para cada x em la, b], 


px n e) 
Vía) = r | [FÈ dx 
a 


é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto hachurado. 
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0 a x x+dx XxX 


Sendo f contínua em [a, b], 7 [f (x)1? também será contínua neste intervalo. Daí, pelo 
2.º Teorema Fundamental do Cálculo, 


v de , 
a <f m LICOP dx= mif. 
dx  dxva 


Assim, dV = n [f (x) dx, ou seja 7 [f (x)]? dx nada mais é do que a diferencial do 
volume V(x). Observe que a diferencial dV = nlf (x)1? dx é o volume do cilindro 
gerado, na rotação em torno do eixo x, pelo retângulo de base dx e altura f (x); dV é um 
valor aproximado para a variação AV em V correspondente à variação dx em x. Então, 
o volume do sólido de revolução, em torno do eixo x, do conjunto (f(x, y)la < x < b, O < 
y < f (x)} é obtido calculandose a integral da diferencial do volume para x variando de 
aab. 


Exercícios 13.1 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do 
conjunto de todos os pares (x, y) tais que 


a)l<x<3e0<y<x. 


c)\lsrs4e0sysyx. 
d) 2x?+y?<1ey>0. 
e)y>20,1<x<2ex -y 21. 
A 0=x=le Jx < y < 3, 
DAYA 
h0<y<xex+y)<2. 


i) yzx ex +y <2., 
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Di<xx+y<4ey>0. 


mx? + (y - 2} <1. 


2. (Teorema de Papus para a elipse.) Considere o conjunto A de todos os pontos 
(x, y) tais que 


: 7 ” 

(x-m . (y-PB) 
> > 

a? b4 


=l (a>0eb>0) 

e situado no semiplano y > 0. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotacáo, em torno do eixo x, do conjunto A é igual ao produto da área da elipse 
pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo centro (a, p) desta 
elipse. 


3. Considere um triângulo isósceles situado no semiplano y > O e com base 
paralela ao eixo x. Mostre que o volume do sólido obtido pela rotação deste 
triângulo, em torno do eixo x, é igual ao produto da área deste triângulo pelo 
comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo baricentro do 
triângulo. 


13.2. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM TORNO DO EIXO y, DE UM 
CONJUNTO A 


Suponha f (x) > O e contínua em [a, b], com a > 0. Seja A o conjunto do plano de 
todos os pares (x, y) tais que a < x < b e 0 < y < f(x). Seja Bo conjunto obtido pela 
rotação, em torno do eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, é mostrar que é 
razoável tomar para volume de B o número 


b 
(1) V= 27) x f(x)dx 
a 


ou 


b 
V= 27 | xydx, em que y= f(x) 
(e 


1 


SejaP:4=xX,<X,<X,< ... <X¡-¡<X¡<... < X, = b uma partição de [a, b] e seja c; O 
ponto médio de [x; _ 4, x;]. 
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Ni 


de A b 


Seja R; o retângulox, ,<x<x;e0<y< f(c;). Pelo teorema de Papus para retângulo, o 
volume do sólido gerado pela rotação do retângulo R, em torno do eixo y, é 


21c;fc;) Ax; (Confira.) 


Deste modo, a soma de Riemann 


n 


i=] 


é um valor aproximado para o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo 
y, do conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser contínua, tem-se 


n 


b 
lim bj 27 c; f(c;¡) Ax, = 277 Í x f(x)dx 
máx Ax; > 0 4 a 


Logo, é razoável tomar (D para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude 
é correta. (Para uma prova de (D, num caso particular, veja Exercício 3 desta seção.) 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 
conjunto de todos (x, y) tais que 


O<x<le0<y<x-=x. 


Solução 
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I 47 
V=27| x(x— x?) dx = m E 
0 15 


X 
Já sabemos que dV = 27 xf(x)dx é a diferencial de V(x) = 2r | xf(x)dx. Agora, 


a 
observe que f (x)dx é a área do retângulo de altura f (x) e base dx e, para dx 
suficientemente pequeno, 27x é aproximadamente o comprimento da circunferência 
gerada pelo baricentro do retângulo mencionado e daí, pelo teorema de Papus para 
retângulos, 27 xf(x)dx é aproximadamente o volume do invólucro cilíndrico obtido 
pela rotação, em torno do eixo y, de tal retângulo. 


Fix) 


x x+dx 


X 
O volume obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto A é então a integral 
b 
dessa diferencial, para x variando de a até b, ou seja, V = 27 | xydx, onde y = f(x). 


Este método de determinar volume é ás vezes denominado método dos invólucros 
cilíndricos ou método das cascas. 


Vejamos, agora, uma outra fórmula, que é do mesmo tipo daquela da seção anterior, 
para calcular volume de sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, de um 
conjunto que não intercepta tal eixo. Seja então Bo conjunto: B = {(x, y) | 0 < x < b, c 
<y<de y > f(x), em que f é suposta contínua e estritamente crescente (ou 
estritamente decrescente) em [a, b], com a >0, f(a) = c e f(b) = d. 
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Como y = f (x) é contínua e estritamente crescente em [a, b], entáo é inversível, com 
inversa x = g(y) contínua em [c, d], em que c = f(a), d = f (b) e y = f(x) = x= g (y). 
Raciocinando como na seção anterior, o volume do sólido obtido pela rotação, em 
torno do eixo y, do conjunto B é 


pd 
9 
volume = 7 | x4 dy, em que x = g( y) 
= 


Observe que 7: x2dy é o volume do cilindro obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 
retângulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.) 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 
conjunto de todos os pares (x, y) tais que x° < y <4,x>0. 


Solução 


a) e 
Temos: y =x",x>=0S9x= yy. 
Segue que 


4a 4r 2 
Volume = d) x“dy =r Í J] dy. 
0 
E, portanto, 


4 
Volume = dl y dy=87. 
0 
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hr 2 X B 


Observação. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se a fórmula 
anterior. Neste caso, o volume pedido seria a diferença entre o volume gerado pela 
rotação, em torno do eixo y, do retângulo 0 < x < 2, 0 < y < 4 e o volume gerado pela 
rotação, em torno do eixo y, do conjunto < x < 2 e 0 < y < f (x), em que f (x) = x?. Ou 
seja, 


> 


volume = lér — 27 [ra dx= 167 — 2r | x° dx= 8r. 
D 


| O 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do sólido gerado pela rotacáo, em torno do eixo y, 
do conjunto de todos os pares (x, y) tais que O <x < 2, 0 < y< 
A) 


E 2 
y +tley=x"-— 1, 


Solução 


1.º PROCESSO (Utilizando a primeira fórmula.) 


s 887 S E) 
- w — 

volume = 27 |, 5 +1: Mx > 2m | x(x? — 1)dx. 
0 À. 2 


Tr 
E, portanto, volume = E 
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2.” PROCESSO (Utilizando a segunda fórmula.) 


o ti=yox=2y-2Z2ex-—l=yox=y+1 
Então 
É (3 Tr 
volume = 7 | (y+ dy — 7| (2y—2)dy =. a 
) | 


U pum 


Para encerrar a seção, vamos resumir num quadro o que aprendemos nesta seção e 
na anterior. 


A=1(x yla<x<b,0<y<f(d))eB=1((x YNl0<x<b,c<y<d, y <f (0) 


b 
D zÍ y? dx = volume gerado por A na rotação em torno do eixo x.(y = f (x)) 
a 


m "| x? dy = volume gerado por B na rotação em torno do eixo y.(x = g(y)) 
A 


b 
HD, "| xy dx = volume gerado por A na rotação em torno do eixo y.(y = f (x) 
a 


Iv, "| yx dy = volume gerado por B na rotação em torno do eixo x.(x = g(y)) 
ls 


Exercícios 13.2 
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Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo, em torno do eixo y, do 
conjunto de todos os (x, y) tais que 


a)l<x<ee0<y<lnx. 
bD)0<x<8e0<y= x. 
C)l<x<2e0<y<x-1. 
d)0O<x<re0<y<senx. 
e)O<x<1le0<ys<arctgx. 
h1=<x=<4el<y< yx. 
9) y?<2x-x, y>0. 


| ” 
ho<x<2, y> qx-l ec0O<y<xy. 


2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 
conjunto de todos os (x, y) tais que 


0)0<x<6,0<y<2eyz«qx—2. 
b) Vx <y < —x + 6,x=>0. 
c)0<x<e,0<y<2eyzlnx. 

d) y srs JY- 


e)0<x<1,x<sy<x +1. 


3. (Volume de sólido de revolução em torno do eixo y.) Suponha f estritamente 
crescente e com derivada contínua em [a, b], a > 0 e f(a) = 0. Seja g:[0, f(b)] 
> [a, b] a função inversa de f. 


a) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, 
do conjunto 
f(b) 


A = [(x, y) € R/asx=b0=< y = flx)) é igual a mb? fib) = Í lg 0)? dy. 
0 


b) Mostre que 

E fib) á b 
mb= f(b) — d) [e(y)]4 dy = 27) x f(x)dx 
0 


a 


(Sugestão: Faça a mudança de variável y = f (x) e depois integre por partes.) 
c) Conclua que o volume mencionado em a é 


b 
volume = 27 | x f(x) dx 
a 


13.3. VOLUME DE UM SÓLIDO QUALQUER 
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ab ; 

Vimos no parágrafo anterior que 7] RÃ x)|? dx é a fórmula que nos fornece o 
a 

volume do sólido de revolução obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto A 


= {(x, y) E R? |a <x <b, 0< y < f (x)}. Observe que 


A(x) = nlf (91 


| área=A (x) 
Lo € s À 
fÀ 4 
$ 


é a área da interseção do sólido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo 
ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado na 
forma 


ab 
volume = | A(x) dx 


a 


Seja, agora, B um sólido qualquer, não necessariamente de revolução e seja x um 
eixo escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o sólido esteja compreendido entre 
dois planos perpendiculares a x, que interceptam o eixo x em x= a e em x = b. Seja A 
(x) a área da interseção do sólido com o plano perpendicular a x no ponto de abscissa 
x. Suponhamos que a função A (x) seja integrável em [a, b]. Definimos, então, o 
volume do sólido por 


ab 
volume = | A(x)dx 


a 


EXEMPLO. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x? + y” < r°, y > 0, 
e cujas secções perpendiculares ao eixo x são quadrados. 


Solução 
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A (x)=(« Ir? — x2)2. 


` 


r | 4 4 4 r > > 
volume = Í (yr? — x) dx= i (r° — x) dx 
e Es 


ou seja 


ñ am Aa 
9 9 9 X 4r 
volume = 2f (rº— x“)dx= 2| r*x->— - 
0 3 |. 3 


by 

~ 
| 
Il 

[ml 


Exercícios 13.3 


1. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x? + y? < r°, y > 0, e 
cujas secções perpendiculares ao eixo x são triángulos equiláteros. 


2. Calcule o volume do sólido cuja base é a região 4x? + y” < 1 e cujas secções 
perpendiculares ao eixo x são semicírculos. 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), 
(0, 1) e (1, 0) e cujas secções perpendiculares ao eixo x são triângulos 
isósceles de altura x — x°. 


4. Calcule o volume do sólido cuja base é um triângulo equilátero de lado l e 
cujas secções perpendiculares a um dos lados são quadrados. 


13.4. ÁREADE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular reto, de 
geratriz g, raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à área do trapézio de 
altura g, base maior 27R e base menor 27r: 


500 


área lateral do tronco = 7 (R +r) g 


Sendo S o ponto médio do segmento PQ. 


+r 


s= „daí (R + r) g = msg. 


área lateral do tronco de cone = 27tsg 


Observe que a área da superfície gerada pela rotação da geratriz, em torno do eixo PQ, 
é igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 2rs da 
circunferência gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado é um caso particular 
do Teorema de Papus para superfícies de revolução. (Veja Exercício 9, Seção 13.9.) 

Vamos, agora, estender o conceito de área para superfície obtida pela rotação, em 
torno do eixo x, do gráfico de uma função f, com derivada contínua e f (x) > 0 em [a, 
b]. 

Seja, então, P : a = X < X% < X < ... < X, = b uma partição de [a, b] e 
c;= Sup da o ponto médio do intervalo [x;_,, x. 


Na figura, f (c;)) = tg a; o segmento M,., M; é tangente ao gráfico de f no ponto (C; 
f(c;)). Então 


M;¡-1M; = an. = |sec aj Ax; =y1+[f" (ci De As 


[cos a;] 
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A área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do segmento M; - M; 
(observe que tal superfície nada mais é do que a superfície lateral de um tronco de 
cone de geratriz M;_¡M;) é: 


27 f (ci) M¡-1M¡=27 fci) 1+[f (ci j]? Ax; 


e se Ax, for suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximação para a “área” 
da superfície gerada pela rotacáo, em torno do eixo x, do trecho do gráfico entre as 
retas X = X; -14 € X = x; Observe que trocando f(c;)) por ci na igualdade acima, 


“A 


2mc;nl+(Ff(c; yy? Ax; Será uma boa aproximação para a “área” da superfície gerada 
pela rotacáo, em torno do eixo y, do trecho do gráfico acima mencionado. 


Como a função 27 f(x) y 1+[f' (x)]? é contínua em [a, b], teremos 


n 


z b "a 
lim y 2r f(c)Nl+IFf' (c)] Ax, = Í 2r FO) N1 +F (I dx. 
máx Ax; > 0 a à a 


Definimos a área A, da superfície obtida pela rotação do gráfico de f, em torno do 
eixo x, por 


b > 
A= 2m | FAO) y1+1[F 600 dx 


a 


De forma análoga, a área A, da superfície obtida pela rotação, em torno do eixo y, 
do gráfico de f será 


A, = 27 | x 1 + (2 | dx, em que y = f(x). 


EXEMPLO 1. Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, 
do gráfico de f (x) = sen x, 0 < x < 7. 


Solução 


área = 27 [ sen x/l + cos“ x dx 
0 


u = cos x; du = — sen x dx 


x=0;u=1 
x=mu=-1. 
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—] | - 
= 2m | y1+ u*(= du) 
l 


u = tg 0; du = sec? 0 d0 


=27] yI+u2 du 
= 
T 


3 
=27|*, sec” 9 d6. 


Integrando por partes: 


7 A 
1% sec? 6 d0 = Is sec? 8 sec 8 dO = e 6 sec 0 | A mes [sec 0 —sec o] dh. 
4 4 = 4 
Daí 
- ns 
— é | 4 
ae sec” 0 de = 242 + ES Heo | 
ou seja, 
| 4 secig do = 4/2 + In (V2 +1). 
4 


Portanto, área=27 (42 + In (2 +1) E 


EXEMPLO 2. Determine a área da superfície obtida pela rotação, em torno do eixo y, 


do gráfico de y= 1 0<x<1. 
E > 


Solução 
a 
De Y -12 ]- x. vem 
dx dx\ 2 
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Da av 

Ba l Í 9 2 f 
ay=2rf x 1+ [2] dx=2m[ xa 1+ 12? dx =Z py2-0. 
: 0 dx 0 3 


Exercício 13.4 
1. Calcule a área da superfície gerada pela rotacáo, em torno do eixo x, do 
gráfico da função dada. 


> JA ere” 
a) f (x) a É —l<x<l 


- 


bfG)= VR2-x2,-R<x<R(R>0) 
)y=1,0<x<— 


dy= Nx, l<x<4 


13.5. COMPRIMENTO DE GRÁFICO DE FUNÇÃO 


Seja y = f (x) com derivada contínua em [a, b] e seja P : a = Xo < X1 < X% < ... < Xp = 
b uma partição de [a, b]. Indicando por L(P) o comprimento da poligonal de vértices 
P; = (x; f (xD), i= 1, 2, ... n, temos 


UPE Y lA A 


i=1 


O 
ua 
Pas W 
A 
Pra 
= tw 


po dy 


Xa-1 XAn= b 


| 2 s E 2» > Po 
em que y X; — X) + (f(x) — F(x¡_1))” € o comprimento do lado de vértices P; 
-1€ P,. Pelo teorema do valor médio, para cada i, i = 1, 2, ... n, existe C; X;-1 < Ci < Xp 
tal que 
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f) — f (x;-1) = f(c)Ax; em que Ax; = X; ~ Xi -1 


Segue que 
L(P)= Y A+ (fc) A) = Y 1+? Ax. 
i=] i=] 
z a 7 b | > i 
Daí, para máx Ax; tendendo a zero, L(P) tenderá para | .¡1+(f'(x)) dx. Nada mais 


a 
natural, então, do que definir o comprimento do gráfico de f, ou da curva y= f (x), por 


| / (2 
Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial + | =- dx. 
| ax) 
Seja, então, s = s(x), x € [a, b], o comprimento do trecho do gráfico de extremidades 
(a, f(a)) e (x, f (x)). Sejam As e Ay as variações em s e y correspondentes à variação dx 


em x, com dx > 0. Para dx suficientemente pequeno, Ay = dy e 


A?s = dix + A?y, ou seja, 


“A 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva y = e O<x<l. 
2 


Solução 
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dy . qo 

De Ex = x, segue que o comprimento é: | \|1+ x? dx. Fazendo a mudança de 
dx E 

variável x = tg u, vem 


TT TT 


ly » ano Pac Cu ” Fe 2 
| y1+ x° dx= |t 41+ (tgu) sec” udu= P sec” u du. 
0 Ú 


0 


— 


3 l An 
De | sec'u du = sec u tgu + — In |sec u + tgu| + k (verifique), resulta 
> > 


l 
| yl +x? dx =Í 
0 0 


Exercícios 13.5 


t 


|a 


sec? u du == 2 + In(1 + 2 ) 


1. Calcule o comprimento do gráfico da função dada. 


sé 
a) y==x2,0=x=<1 by=—x+3,0=x=2 
= 3 
— 1 3 
c) y=Inxil«x<e d) y=4x,—<x=<=-— 
4 4 
; er + e Y CORRA 
e) ESA], TIERNA f) y=e 0=x=l 


pa 


2. Quantos metros de chapa de ferro são necessários para construir um arco AB, 
de forma parabólica, sendo A e B simétricos com relacáo ao eixo de simetria 
da parábola e com as seguintes dimensões: 2 m a distância de AaBe1ma 
do vértice ao segmento AB. 


13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA PARAMÉTRICA 


Por uma curva em R? entendemos uma função que a cada t pertencente a um 
intervalo I associa um ponto (x(t), y(t)) em R*, em que x(t) e y(t) são funções definidas 
em 1. Dizemos que 

| x 


| y 


são as equações paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos referir ao 
lugar geométrico descrito pelo ponto (x(t), y(t)), quando t percorre o intervalo I, como 


x(£) 


y(t) 
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a curva de equações paramétricas x = x(t) e y = y(t). 
EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = t, y = 3t, tE R. 
Solução 


x =t, y = 3t= y = 3x. Quando t percorre R, o ponto (t, 3t) descreve a reta y = 3x. 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = t, y = t°, tem R. Quando t 
varia em R, o ponto (t, t°) descreve a parábola y = x°. 


y 


EXEMPLO 3. Seja a curva de equações paramétricas x = cos t, y = sent, t € [0, 27]. 
Quando t varia em [0, 271], o ponto (cos t, sen t) descreve a circunferência x° + y? = 1. 


y y 


(cos £, sen Í) 


EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2 cos te y = sen t, 
com t € [0, 27]. 
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Solução 


Assim, para cada t € [0, 27] o ponto (2 cos t, sen t) pertence à elipse K y? =1. 


Por outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe t € [0, 27] tal que 
(por qué?) 


Assim, quando t percorre o intervalo [0,2 tt], o ponto (2 cos t, sen t) descreve a 
elipse. E 

Nosso objetivo a seguir é estabelecer a fórmula para o cálculo do comprimento de 
uma curva dada em forma paramétrica. A fórmula será estabelecida a partir de 
considerações geométricas, e deixamos o tratamento rigoroso do assunto para o Vol. 2. 

Suponhamos que s = s(t), t € [a, b], seja o comprimento do trecho da curva de 
extremidades A = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(t) y(t)), em que x = x(t) e y = y(t) são supostas 
de classe C!. Sejam Ax, Ay e As as variações em x, y e s correspondentes à variação At 
em t, com At > 0. Para At suficientemente pequeno, vemos, pela figura, que 


A?s = A2x + A?y e, portanto, 


E Ax Y Ay? 
VW At) LA) 
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y=y(1) 


ds =|| — 


| Rs 
( dx | j dy Y 
WA dt ) (dt) 


Definimos então o comprimento da curva x = x(t), y = y(t), t € [a, b], com x = x(t) e y 
= y(t) de classe C! em [a, b], por 


R] ” 
, b fd aN 
comprimento =| TT H dt 
E À 


é 


dt 


Observação. O gráfico da função y = f (x), x € [a, b], pode ser dado em forma 
paramétrica por x = t, y = f (t), t € [a, b]. Segue que a fórmula para o comprimento do 
gráfico de uma função é um caso particular desta. 


EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferência de raio R > 0. 
Solução 


Uma parametrização para a circunferência de raio R e com centro na origem é: x = 
dx dy 
Rcoste y =R sen t, comt € [0, De — R sen t e — = R cos t, segue 
dt dt 


|, Jo 7 2 
E mid (dy) 
comprimento = | | — | +| Se. | dt 
o Wat) (dt) 


PIT 


=|, ER sen ty? +(R cost)? dt. 
0 


R? 


T a 
Portanto, comprimento a VR” dt=2mR. m 


( 


EXEMPLO 6. As equações paramétricas do movimento de uma partícula no plano 
sáo 
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| x= sent 
4 te [0,7]. 


| > 
(y= sen” t 


T r 
1) Quais as posições da partícula nos instantes t = 0, t =- et =m ? 


7) Qual a trajetória descrita pela partícula? 


2) Qual a distância percorrida pela partícula entre os instantes t = 0 e t = 11? 


Solução 


T 
1) No instante t = 0 a partícula encontra-se na posição (0, 0), em t = > na posição (1, 


1) e, no instante t = 71, novamente na posição (0, 0). 
T 
) x=sente y = sen? t = y = x°. Segue que a partícula, de t = 0 a t = Fi descreve o 
arco da parábola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no sentido de (0, 0) para (1, 1). 
T 
De t= a Tim descreve o mesmo arco só que em sentido contrário. 


2) A distância d percorrida entre os instantes t = 0 e t = 11 é dada por 


> 

| Es oY la 

a Te | +2 = 2f A cos? t+ (2 sen f cos py? dt 
0 | \ E (dt) y s 


ou seja 


mi2 
d= >| > 
0 


Observe que as distâncias percorridas entre os instantes t = 0 e t 


mi2 i 
y1+4 sen? t dt = 2f costa 1+4 sen? t dt. 
0 


é a mesma que 


. Fazendo a 


js 


T die 
de t= E a t = m. Observe ainda que |cos t| = cos t, para U=1=< 
mudança de variável u= 2 sen t teremos du = 2 cos t dt, u = O para t = 0 u = 2 para 


T 
a é Assim, d = i VI + u? du. Fazendo, agora, u = tg 0, teremos 
o” 


p= 


[sec 8 tg 8 + In|sec 6 + tg oj" 'E?. 


Como O = arc tg 2 => tg 0 = 2 e sec ĝ = y1+ tg?0 = = 5, resulta que a distância 
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l | 
percorrida pela partícula é d = z V5 +In(2+45). m 


Exercícios 13.6 
1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica. 


a)x=2t+1ley=t-1,1<t<2 
b) 2 


x=3te y=212,0=1=<1 
c)x=1-costey=t-sent,0<t<r 


d) 


e)x=e'costey=e sent,0<t<r. 
2. Uma partícula desloca no plano com equações paramétricas x = x(t) e y = y(t). 
Sabe-se que, para todo 


t —=2 (cm/s), —=-—2Acm/s?) e ad = 4 (cm/s). Sabe-se, ainda, 
t=0 

que no instante t = O a partícula encontra-se na posição (0, 0). Determine a 
distância percorrida pela partícula entre os instantes t = 0 e t = T, em que Téo 
instante em que a partícula volta a tocar o eixo x. Como é a trajetória descrita 
pela partícula? 


13.7. ÁREA EM COORDENADAS POLARES 


Fixado no plano um semieixo Ox (tal semieixo denomina-se eixo polar, e o ponto 
O, polo), 


0 X 


cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (0, p), em que 0 
é a medida em radianos do ángulo entre o segmento OP e o eixo polar (tal ángulo 
sendo contado a partir do eixo polar e no sentido anti-horário) e p o comprimento de 
OP; assim p > 0. 

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o 
habitual) em que a origem coincide com o polo e o semieixo Ox com o eixo polar e se 
(0, p) forem as coordenadas polares de P, então as suas coordenadas cartesianas serão 
dadas por 
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[x= pcos 
ly=pseng 


Observe que se P não coincide com o polo 


| 9 > 
p=4x? +y? 
[x= pcos x 
E na 510060 > 
=ps , 
=p Jx? + y? 
y 
sen 8 = — = - 
Jx? +y? 


Até agora, destacamos p como um número positivo. Entretanto, para as aplicações 
é importante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos como 
interpretar (0, p) no caso p < 0: 


{ p cos 6, p sen ag) 


(cos 8, sen 6) 


(p cos 0, p Sen 0) £- ----------] y 


Se p < 0, (0, p) é o simétrico, em relação ao polo, do ponto (0, —p). 

Para podermos trabalhar com p < 0, será melhor olharmos para o eixo polar como 
uma reta com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois pontos, um o 
polo 0 representando o zero e outro representando o 1. O sentido positivo será o de 0 
para 1 e a unidade de comprimento será o segmento de extremidades O e 1. Para 
representar no plano um ponto de coordenadas polares (0, p) proceda da seguinte 
forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido anti-horário, de um ángulo 6; em seguida, 
sobre este novo eixo, marque o ponto que tenha abscissa p. 
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(8, p), com p >0 | | (6, p), com p < 0 


7 
EA 
Z 
P 
(9.9) 
PS 
EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (0, p) em que 
1) 0=0ep=1 
») 0=0ep=-1 
paa 
4 P 
4 P 
Solução 
A 
Y 
P 
¡A T E. 
Pa 
tr 
e di famn A —4 
LM 
06=0ep=-1 e gy =0ep= 
á == p = — 


EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relação entre suas 
coordenadas polares é dada por p = 6, 0 < O < 27. Desenhe o lugar geométrico descrito 
por P. 


513 


Solucáo 


E anja »|j3 o 
You|y a eja sja o 


Sempre que formos esboçar o gráfico de uma curva dada em coordenadas polares, é 
bom antes fazer um esboço da curva supondo 0 e p coordenadas cartesianas e olhar, 
por meio deste gráfico, a variação de p em função de 6. 


p Y 


EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = sen 6, O 
<0<T. 


0 


p Em coordenadas 
cartesianas 


y 


0 
Edi 
4 
T 
6 
T 
E 
37 
4 
T 
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Observe que para p 4 0 


p=sen0=p =psen bex +y =y. 


Fo l NO 
x? + y — y = 0 é a equação de uma circunferência de centro | 0, z Je raio —. Deste 


A de da 


modo, p = sen 0, 0 < 0 < m, é em coordenadas polares, a equação de tal 
circunferência. E 


EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equação (em coordenadas polares) p = 
1 = cos 6, 


Solução 


4P 
3 Em coordenadas 
cartesianas = 
E y E PT —p= I-cos 0 
2 14 
l A 
UL 
T T 3m 2m 0 
4 —— 


Esta curva denomina-se cardioide. E 


EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = cos 20. 
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Em coordenadas 
cartesianas 


Solucáo 


i E f f 3T 
Veja como fica o trecho da curva acima para O variando de 0 a —. 


T 
37 eT 


37 57 
e de 


. 7 . 
Quando 6 varia de Sa mos .p permanece negativo. E 
4 4 pp 8 


EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no 
plano, sabendo que a relação entre suas coordenadas polares é p = | tg © |, 
-L<p<t. 


- - 


Solução 


T T 
Vejamos, primeiro, o que acontece para 0 variando de 0 a > Quando 8 => SP 


> +00, A projeção de P sobre o eixo polar tem abscissa 


x=pcos8=tg 0 cos O = sen 6. 
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|a 


Assim, quando 8 > —, a projeção de P sobre o eixo polar tende para o ponto de 


ud 


y TT ERR y 
abscissa 1. O trecho da curva correspondente a 0 em |— a J é simétrico, em relação 


, T 
ao eixo polar, ao trecho correspondente a O em 0, a! 


- 


Nosso objetivo, a seguir, é estabelecer uma fórmula para o cálculo de área de 
regiáo limitada por curvas dadas em coordenadas polares. 


Inicialmente, observamos que a área de um setor circular de raio R e abertura 

| 

AO é — 
a 


pan 


R? AQ. Esta área se determina por uma regra de trés simples: 


21 rd — área nR? 
AO rd —? 


e, 


Consideremos, agora, a função p = p (0) contínua e > 0 em [0, _ ,, 0,]. Seja A, o 
conjunto de todos os pontos (0, p), com 6, ,<0<0,e0<p<p (0). 
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Seja pep (8, y o maior valor dep em [0, . ,0]ep=p (8; ) o menor valor. A área do 
conjunto A, está, então, compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura 
^9; e raios p (B;)e p(0;): 


| — 22 | = 
—[p(8)] 40; < área A, <> |[p(0,) AO. 


Suponhamos, agora, p = p (0) contínua e > 0 em [a, f], com p — a < 27. Seja A o 
conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (0, p) satisfazendo as 
condições: r<0<Be0<p<p (6). 


(6, P(6)) 


SejaP:0=0,<0,<...<0,_,<0,<... < 0, = PB uma partição de [a, f]. Sejam 
p(B))e p(0,) os valores mínimo e máximo de p em [0, - ı 0¡]. Pelo que vimos 
anteriormente, a área da parte do conjunto A compreendida entre as retas 0 = 0,_,e 0 
= 0, está compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura A0; e raios 


p(0;) e p(0; ). Uma definição razoável para a área de A deverá implicar, para partição P 


de [a, fl, 


n n 
PP e . , 1. = 2» 
x pala 0¡)14 AO; = área A = y > Lol 0;)1* A9,. 
i=1 ” 


=] * 


; ; , : B1 . 
Para máx A0, > 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral | = p? do. 
a áa 


Nada mais natural, entáo, do que definir a área de A por 
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; If, 
área A=— | p4 de 
2 Ja 


EXEMPLO 7. Calcule a área da região limitada pelo cardioide p = 1 — cos 6. 
Solução 


Para cobrir todo o conjunto, 0 deverá variar de O a 27. 


1 (27 , | (27 E 
área =— | p“ do=—[ (1— cos 9)“ dð. 
240 2 40 


Temos 


27 27 x 27 a 
| (1 — cos 9)? do= | [1—2 cos 0 + cos* 01d9=27+| cos“ 0 dg 
0 0 0 


mf] e] 
=27+| AA Pe 
012 2 


. , . E) 
Assim, a área do conjunto é ae E 


pa 


EXEMPLO 8. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas 
(coordenadas polares) p = 3 cos 8 e p = 1 + cos 6. 


Solução 
Primeiro devemos determinar as interseções das curvas. 


3 cos 0 = 1 + cos 8 


ou seja, 


519 


TT 
Assim, 0 = — e ĝ = — — resolvem o problema. Seja A, o conjunto de todos (0, p) 


dd 


3 & E 
com di e seja A, o conjunto de todos (0, p) com 
Tia TE E 

q 50 e0 <p <3 cos 8. Temos, então: 


- 


área pedida = 2 (área A, + área A). 


área A ia (1+ cos 0)? do =2-+ 943 
área A, = — COS dð = — ; 
| 2d j 4 16 
área 4, = >| (3+ cos8) dd = — — a E 
< 2 E 8 16 


Di 


Conclusáo: área pedida = e Veja figuras a seguir. 


sv? p = 3 cos Y p= 1+ cos fp) 


5 
- 


EXEMPLO 9. Calcule a área da região limitada pela curva dada em coordenadas 
TT 
polares por p =tg 0,0 = 0< Fi pela reta x = 1 (coordenadas cartesianas) e pelo eixo 


polar. 
Solução 
Indiquemos por A (0) a área da região hachurada. A área que queremos é: 


área= lim A(6). 
OT 


Temos 
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6 
A(8) = área A OPM — área Aj =180 sen? 8 — + f tg? 0 dB. 


A (9) 


0 
Vamos calcular Í tg? 8 dg. Temos 
0 


=» 0 9 
[ee dg =Í (sec? 0 — 1) d0 =[tg0 -0 É =tgo — 0. 
0 


Assim 


O A IN A E. a+ 
2 2 2 2 2 


MEN RO a o, 
2 2 


Portanto, 


A : l l T 
área = lim |- seno cos 6 +50 (E 


8 a 
Observacáo. No triangulo OPM temos: 


OM = pcos 0 = tg cos 0 = sen Be MP = p sen 0 = tg O sen 6. 


o ds | 
Assim, área área A OPM = = sen? 0 tg 0. 


Exercícios 13.7 


1. Desenhe a curva dada (coordenadas polares). 
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ap=e*%8=0 b) p = cos 8 


c)pcos0 = 1, -2 <g<— d)p=2 
T z é f T T 
e MISA AAA 
l 
g) p = cos 30 h) p? =—5— 
l+sen? 8 
i)p = 2 — cos 0 j)p= 1-— sen 0 
> T 
l) p = cos 40 m)p"=tg80,0< 9< — (p>0) 
a) T > 
n)p" =tg20,0=89< que > 0) o) p =cos” 8 


Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. 


a) x* — y? = 2xy 
b) E 


(x? +y2)2 =y? 


d) (x? + y?) = x? -y 


Calcule a área da região limitada pela curva dada (coordenadas polares). 


a)p=2- cos 8 

b) p? = cos O (p > 0) 
c) p = cos 20 

d) p = cos 30 


Calcule a área da interseção das regióes limitadas pelas curvas dadas em 
coordenadas polares. 


ajp=2-cosdep=1+c0s0 
b)p=senĝep=1- cos 8 
c)p=3ep=2(1-cos0) 

d) p° = cos 8 e p° = sen 6 (p > 0) 
e) p=cosbep=sen6 

A p=1ep=2(1- cos 0) 


Calcule a área do conjunto de todos os pontos (0, p) tais que 0” < p < 0 
(coordenadas polares). 


Calcule a área da região situada no 1.º quadrante, limitada acima pela curva x! 
— y = 2xy (coordenadas cartesianas) e abaixo por p° = 2 sen 20 (coordenadas 
polares), com p 2 0. 
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fj el 
ES E , ¿E 2 
a) Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse —- + —=1 


a? De 
tomando como polo a origem e como eixo polar o semieixo Ox. 


Z 2 

) Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse = - LL | tomando 
a be 

como polo o foco F = (c, 0), c > 0, e como eixo polar a semirreta FA onde A 


= (a, 0), a > 0. (Façae -Cep=a-ec.) 


a 

8. Sejam F, e F, dois pontos distintos do plano e seja k a metade da distância de 
F, a F,. O lugar geométrico dos ponto P do plano tais que PA - PP =k? 
denomina-se lemniscata de focos F} e F,. 


a) Tomando-se F; = (—k, 0) e F, = (k, 0), determine a equação, em coordenadas 
cartesianas, da lemniscata. 


b) Passe para coordenadas polares a equação obtida no item a) tomando para 
polo a origem e x como eixo polar. Desenhe a curva. 


13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS POLARES 


Consideremos a curva dada em coordenadas polares por 


p =p (0), a<0<P, 


sendo a função suposta de classe C! no intervalo [a, 8]. Em coordenadas paramétricas, 
esta curva se escreve da seguinte forma 


x=p(0)cos0 e y=p(0)sen 0, a<0< 6. 


Utilizando a fórmula de comprimento de curva em forma paramétrica (observe que 
aqui o parámetro t está sendo substituído pelo parámetro 0), temos 


/ dx y | dy Y 
mT 


comprimento = gi E o ] d6. 
dx _ dp dy dp 
e— =— cos ĝ— psend e —-= —- sen 9 + p cos 6, resulta 
dû d8 do dð 
(dx? dy ) dp Y 
| — | + — 2 (22 T, onde p = p(0). (Verifique.) 
| dB) (do) 


Assim, o comprimento da curva p = p(0), a < 0 < B, em coordenadas polares, é 
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: B | (dp Y 
comprimento =| p> + | FE | de 
al \ j 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial 


p? + (SE A J dB. Seja, então, s = s(0), O Ela, P], o comprimento do trecho da curva 


y 

de e (a, p (0) e P = (0, p (0)). Sejam As e Ap as variações em s e p 
correspondentes à variação d0, em 0, com d0 > 0. O comprimento do arco (de 
circunferência) PM de abertura dd e raio p = p(0) é p d0; por outro lado, o 
comprimento do segmento MN é Ap. Para df suficientemente pequeno, Ap = dp, PMN 
é quase um triângulo retângulo e 


Mis = (p do? + (Ap), 
| 2) 
|> (do Y 
ou seja, As z= Ip? + | e | dð. 
| (dO) 
Rd As 
dA | 
Pd Nr 
pa de > Í f |, 
j > 1 
Y» f DR cai e 
HA E 


É 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva p = sen 0, 0 < 0 < rr, em coordenadas 
polares. 


Solução 
dp 


De p = sen 0, segue — = cos 6. Daí 
dg 


nd | ” í Y T | ” » 
comprimento = Í Jp + | 70) | dO = Í y (sen 6 y” + (cos) do =r. 
0 | 0 
O comprimento da curva é 7 (unidades de E (Observe que p = sen 0 é a 


l 
equação de uma circunferência de centro | O — Je raio —. Confira.) E 


ds pa 


Exercícios 13.8 


Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares. 
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1. p=0,0<0<7m 
2. p=e*?,0<0<2n 


3. p=1+cos0,0<0<rm 


p= |<0=<3 


F 
6. p=0,0<0<1 


13.9. CENTRO DE MASSA 


Consideremos um sistema de “massas pontuais” m,, M», ..., m, localizadas nos 
pontos (X4, Y1), (X», Y), ..., (Xp Yn). O centro de massa do sistema é, por definição, o 
ponto (x., y.) onde 


X;m; 
XP FIM TF MM j=1 
* € = cu a CTM 
m +m +... +My E 
mi 
i=] 
n 
Vim; 
vma + YM + FIM =] 
Ye = ——————— E 
m +m +... +m 2 
mi 


EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituído pelas massas m4, 
m, localizadas nos pontos (x,, y,) e (X2, Y2), supondo m = m; = m». 


Solução 


Mm tnum atw 

E m, + m o 5 

_ JM + y2 Ma NT 
my +m 2 


Deste modo, (x., Y.) é o ponto médio do segmento de extremidades (x,, y,) e (Xə, 
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yo). m 


EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas m,, m», my localizadas em (x4, Y1), (X>, 
Y2) € (X3, y3). Seja M, = m; + m, e considere o sistema M, e ms, com M, localizada no 
centro de massa de m,, m,. Verifique que o centro de massa de M,, m, é o mesmo que 
o de m,, mo, ms. 

Solução 


Seja (x, y) o centro de massa de m; em): 


— Xm + xm — ymy + ym 
x = — e y y ti O RIBES 1 E 
my + mo mp + mo 


Seja (X,.. Y) o centro de massa de M,, ms: 


e XM| + x3m3  xımı + xam + xam3 
Xe DS Ei Xe 
Mı + ma my + mo + ma 
f \ 
+ X1M] + xam 
My, =——-M, = xım + xm 
\ mı + m ) 
= _yMi+ ymz _ ym + yam + yam3 _ 
a Mı + ma my + mo + ma é 
Assim, 
(Xes Ye) = (Xo Yo). E 


Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2. 


Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma região A do plano que 
será imaginada como uma lâmina delgada, homogênea, de modo que a densidade 
superficial p é constante (p é massa por unidade de área). Suponhamos, inicialmente, 
que A possa ser decomposta em n retângulos R}, R», ..., R,. Seja m; a massa do 
retângulo R;: m; é o produto de p pela área de R,. Neste caso, definimos o centro de 
massa de A como o centro de massa do sistema m,, m,, ..., m,, com m; localizada no 
centro de R,. 


Suponhamos, agora, A da forma 


A=((% y €R*Ja<x<b,f(0)<y<g 00) 
em que fe g são supostas contínuas em la, b], e f(x) < g (x) em [a, b]. Seja 


P:a=x,<X,<x>,<... <x, = b uma partição qualquer de [a, b] e seja c; o ponto médio 
de [x;- ¡, xd (i = 1, 2, ..., n). 


526 


G 


8 (c;) + m) 


A massa m; de R; é: m; = p [g (c) — f (c;)] Ax;. O centro de massa da figura formada 


pelos retângulos R4, R», ..., R, é: 


b ple (c;)— f(c)]Ax; 


n n 
l as l fra 
Y ciplgtc)— fc1Ax, Y 518 (c)+ Fc) plelci)— f (ci)] Ax; 
i= i=1 ^ 
n z n 
py ple (ci)— f (ci)] Ax; 
i=] i=l 


Nada mais natural, então, do que tomar como centro de massa de A o ponto (x,, Ye) 


b 
| xig (x)— f (x)] dx 
E 


área de A 


onde 
n 
>. ci lelai) = f (col Ax; 
x = lim “il asa 
máx Ax>0 É l 
> ig (ci) f (ci) Ax; 
i= 
e 
n 1 
> [8tej)+ f calel) f (ci) Ax; 
Ye = lim = 
máx Ax,=>0 de 
Y, [e (ci) - f (col Ax; 
1=1 
1 q» . 
=Í [g0)+ fO)g(x)— f (x)]dx 
© áreadeA | 
Ou seja, 
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b 
Í LeO =F lad 


área de A 


» = 


C 


| çb l | 
=| le + fle- f (0] dx 


área de A 


Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regiões A,, A», ..., A,, onde 


A; = [(x, y) ER” | a; < x < b; f(x) < y < g: (0) 


com f, g; contínuas em [a,, b;] e f; (x) < g; (x) em [a,, b;]. Como você calcularia o centro 
de massa de A? 


EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta y = 1 e pela 
parábola y = x°. 


Solução 
l q 
Í x(1— x*º) dx 


Xe = H L =0 
área de A 


| l 
5) (1+ x2)(1— x2) dx 
2 9-1 

A ŘE 


área de A 


ult 


O centro de massa de A é o ponto 
(o, e ) a 
EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto A = f(x, y) E R? |1 <x? +y’ < 
4x>=0ey>0). 
Solução 

Vamos imaginar A como uma lâmina delgada, homogênea, com densidade 


superficial p = 1. Sendo m, e m, as massas de A, e A,, respectivamente, teremos, por 
serp=1, 


m; = área A, e m, = área A». 
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Sejam (x,, Y1) € (%,, y,) os centros de massas de A, e A,, respectivamente. O centro de 
massa de A será, então, o centro de massa do sistema m,, m, com as massas 
localizadas, respectivamente, em (x4, y1) e (x, y,). Sendo, então, (Xe y,) o centro de 


massa de A teremos 


X M1] + xam YM] + yam 

Xn = CU ME RA e Ye api «FM me 

m + mo my + mo 

Como 
l f 2 | 2 2 
x[y4— x" — 41— x" ]dx 
y= Y X= 
área A, 


Lelo 
>| [( y 4 x? y? ae 1 -x x? )?]dx 
y =22% 


a e qye 
área Aj = 
resulta 
LS ~ 2 
| xlp4=x*=31==x* Jax+ | x 
x, = > l 
AC e 
área A 
2 | > | — 
| xy4—x* dx -Í HL" az 
_ 0 0 
área A 
e 
1 pl 1 p2 7 12. 
zi 3dx+>| (4— x2) dx | x2 dx 
das 2 J0 291 E MI | 
de área A 
Temos: 
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E y4 — x? dx 
a A 


área A, 


J4- x? dx 


área A 


37. 


área de A = —; 
4 


5 
2 | 10, 8 
| xq 4- x? dx=- =| yu du=—; 
0 2 J4 3 


Ea TO l 
Í Xx J1- x? dx=- Í yu du =—. 
0 241 3 


m 


Segue que 


X= — e ye =—. E 
T 97 


Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gráfico de uma funcáo, 
que será imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade linear p é 
constante (densidade linear é massa por unidade de comprimento). Seja f uma funcáo 
definida e com derivada contínua em [a, b]. Seja P : a = Xo < X1 < X% < ... <X, = b uma 
partição de [a, b] e seja c; (i = 1, 2, ..., n) o ponto médio de [x;- 1, x;] 


ad Xi S Ci Xi b 


O segmento P,. ¡P; é tangente em (c; f (c;))) ao gráfico de f: o comprimento deste 
segmento é .1+[fc e Ax, (veja Seção 3.4); logo, sua massa m; é: 
m;= p 1 +[f'(c; j]? Ax;. O centro de massa do sistema formado pelos segmentos P; 


-1 P; (i= 1, 2, ..., n) é o ponto 


n n ` 
Y cpi+If (GYP Axi Y Fey +L (GP Ax, 


i= i=] 


n n ; 
Y NIHF (DP Ag Y +A CP Ax; 


i=] i=] 


Nada mais natural, então, do que tomar para centro de massa do gráfico de f o ponto 
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Xo Yo) em que 


b 
Í x1+[f"( x) dx 
a 


b = 
Í JH LF OÈ dx 


1 


b | 
Í f(1+ [F OP dx 
, = “a 


JC 


b E 
Í LE LEE? dx 
a 


b , 
Observe que | yI+ [f(x j]? dx é o comprimento do gráfico de f. 


a 


Observação importante. O centro de massa de um conjunto do plano não tem 
obrigação alguma de pertencer a este conjunto. 


Exercícios 13.9 


1. Determine o centro de massa da região A dada. 


a) A=([(x y) ER?J0<x<1,0<y<x) 

b) A = {(x, y) E R? | xX? + 4y? <1,x>0ey>0} 
c) A= {(x,y) E R? |x + 4y?< 1, y > 0) 

d) A = {(x, y) E R? |x? <y <x} 


2. Determine o centro de massa do gráfico da função dada. 


a) f(x) = 4-12, -2<x=<2 


y 


N| = 


b) f(x) = xe ER 
AI) =X, > SxS 


à ette”? e 
cif) = — >» x. 


-æ 


3. (Teorema de Papus.) Considere o conjunto 


A={(x,y) ER?’ |a<x<b, f(x) <y < gW} 
em que f e g são supostas contínuas em [a, b] e O < f (x) < g (x) em la, b]. 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno do eixo x do 
conjunto A, é igual ao produto da área de A pelo comprimento da 
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10. 


circunferéncia descrita pelo centro de massa de A. 


Sejam fe g contínuas em [a, b], com a < f(x) < g (x) em [a, b] em que a é um 
real dado. Seja o conjunto 


A=((x y) ER?’ |a<x<b, f(x) <y< gW} 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno da reta y = æ do 
conjunto A, é igual ao produto da área de A pelo comprimento da 
circunferência descrita pelo centro de massa de A. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo x? + (y — 2)? < 1 em 
torno 


a) do eixo x 
b) da reta y = 1. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da região x° + 4y? < 1, em 
torno da reta y = 1. 


Seja A = {(x, y) ER?|x<y<1). 


a) Calcule o centro de massa de A. 
b) Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo de A em torno da reta y = 2. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo do círculo x? + y? < 1 em 
torno da reta x + y = 2. 


(Teorema de Papus para área de superfície de revolução). Suponha f (x) > 0 e 
com derivada contínua em [a, b]. Mostre que a área da superfície, obtida pela 
rotação em torno do eixo x do gráfico de f, é igual ao produto do comprimento 
do gráfico de f pelo comprimento da circunferência descrita pelo centro de 
massa do gráfico de f. 


Seja A o conjunto do plano de todos os (x, y) tais que 0 < a < x < b, 0 < f (x) < 
y < g(x), em que f e g são supostas contínuas em [a, b]. Imagine A como uma 
lámina delgada, homogênea, de modo que a densidade superficial p é 
constante (p é massa por unidade de área). Seja (x,, Y.) o centro de massa de 
A. Sejam V, o volume do sólido obtido pela rotação de A em torno do eixo x e 
V, o volume obtido pela rotação de A em torno do eixo y. Pelo teorema de 
Papus (Exercício 3 acima), V, é igual ao produto da área de A pelo 
comprimento da circunferência gerada, na rotação em torno do eixo x, pelo 
centro de massa de A. Do mesmo modo, V, é igual ao produto da área de A 
pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação em torno do eixo y, 
pelo centro de massa de A. Pois bem, destas informações conclua que 
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11. 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


Vy Vy 


APENE l © AS 
27 (área de A) 2m(área de A) 


Determine o centro de massa da região A dada por 1<x*+y"<4,x>0€e y > 
0. (Sugestão: Com as funções f e g dadas por f(x)= y 4 — x2,0<x<2e 
g(x)= | — x? se 0 <x < 1 ou g(x) = 0 se 1 < x < 2 o teorema de Papus se 
aplica. Calcule então V,, V, e a área de A e utilize o Exercício 10. Compare a 
sua solução com a do Exemplo 4.) 


Determine o centro de massa da região A dada por 4x? + y? < 4, y > 0. 
(Sugestão: Para o cálculo de x, aproveite a simetria da figura.) 


Calcule o centro de massa do setor circular A dado por x + y?<R?*0<y<a 
xe0<x<R, comR>0e0<a. 


Suponha que a região A do plano, situada no semiplano y > 0, possa ser 
dividida em duas partes A, e A, às quais se aplica, em relação ao eixo x, O 
teorema de Papus. Suponha, ainda, que a área de A seja igual à soma das áreas 
deA,eA,eV,= Vix + V,, em que Vip Vo, e V, são os volumes respectivos 
dos sólidos obtidos, pela rotação em torno do eixo x, de A,, 4, e A. Mostre 
que, em relação ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, também, a A. 
(Estabeleça resultado análogo em relação ao eixo y, supondo A situada no 
semiplano x > 0.) 


Sejam A, = {(x,y)| 1 <x <3, 1<y<2}, A, = ((%, y)|]2<x<4,2<y<3)e 
A a reunião de A; e A,. Determine o centro de massa de A. 


Determine o centro de massa do conjunto -1 <x < 3e0< y< (x + 17. 
(Sugestão: Resolva o problema no plano (u, y), com u =x + 1.) 


Utilizando o Exercício 9, estabeleça, para gráfico de função, resultado 
análogo ao do Exercício 10. 


533 


14 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º ORDEM DE VARIÁVEIS 
SEPARÁVEIS E LINEARES 


14.1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS 


As soluções de muitos problemas que ocorrem tanto na física como na geometria 
dependem de resoluções de equações diferenciais. Vejamos alguns exemplos. 


EXEMPLO 1. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada instante 
t, a velocidade é o dobro da posição. Qual a equação diferencial que rege o 
movimento? 


Solução 


Neste problema, o que nos interessa determinar é a função de posição x = x (t). De 
acordo com o enunciado do problema, o movimento é regido pela equação diferencial 
de 1.º ordem 


Conforme o Exercício 2 da Seção 10.1, as funções que satisfazem tal equação são 
da forma x = ke”, k constante. Assim, a função de posição do movimento é da forma x 
=ke”, m 


EXEMPLO 2. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação de 
uma única força, paralela ao deslocamento, com componente f (x) = -x. Qual a 
equação diferencial que rege o movimento? 


Solução 


Pela lei de Newton 


” 


dx e 
m— = f(x). 
dt” 


Assim, o movimento é regido pela equação diferencial de 2.º ordem 
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d?x 
dt4 


Uma solução desta equação é uma função que é igual à oposta de sua derivada 
segunda. Por exemplo, (sen t)” = -sen t, assim x = sen t é uma solução da equação. 
Veja, sendo x = sen t, para todo t, 


d?x a 
—5 + x = (sent) + sen f = 0. 
dt 
A função x = cos t é também solução (verifique). Veremos posteriormente que as 
funções que a satisfazem são da forma x = A cost + B sen t, com Ae B constantes. E 


EXEMPLO 3. Determine uma função y = f (x) que satisfaça a propriedade: o 
coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao produto das 
coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 
Se f é uma tal função, para todo x no seu domínio 


PO) =x[09. 


Assim, a função y = f (x) procurada é solução da equação diferencial de 1.º ordem 


Veremos mais adiante como determinar as funções que satisfazem tal equação. E 
14.2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º ORDEM DE VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 


Por uma equação diferencial de 1.º ordem de variáveis separáveis entendemos uma 
equação da forma 
dx 
O — = g (t) h (x) 
dt 
em que g e h são funções definidas em intervalos abertos 1, e 1, respectivamente. 
Uma solução de © é uma função x = x (t) definida num intervalo aberto I, I C L, 
tal que, para todo t em J, 


x (0 =g © h (x (0). 


EXEMPLO 1. Eta tx? é uma equação diferencial de 1.º ordem de variáveis 


dt 
separáveis. Aquig(0)=teh()=X". m 
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EXEMPLO 2. La = f? + x? é uma equação diferencial de 1.º ordem, mas não de 


dt 
variáveis separáveis. E 


E, 
EXEMPLO 3. Verifique que x(1) = ——, -1 < t < 1, é solução da equação 
t — 
dx 2 
— = fx”. 
dt 
Solução 


Precisamos mostrar que, para todo tem ]-1, 1![, 


x (O = t [x O]. 


Temos 


[A 4t 
12 —] | E 


x' (t) = |- 


- 9 — 2 E 41 
tix) =t-|= a 
t — 1 (1* — 14 


Logo, para todo t em ]-1, 1[, 


x (6) =t [k (01 


ss A 
ou seja, x (1) = ——— ,-1 < t< 1, é solução da equação. E 


Na equação (D, x está sendo olhado como variável dependente e t como variável 
independente. A equação © pode também ser escrita na forma 


dy 
— = g(x) h(y) 
dx 


em que, agora, y é a variável dependente e x a independente. 


Exercícios 14.2 


1. Assinale as equações diferenciais de variáveis separáveis. 
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dx dy y 


a) — = tx b) — ==, x>0 
dt dx x 
dx ” 
c) — =l +x d — =x +t 
dt dt 
ly EN dx 5 
"aa p =x(1+H) 
dx x“ +1 dt 


2. Verifique que a função dada é solução da equação dada. 


m dx 


T e) 
at. AS 3 LA 
2 2 di 
) = dy 2 
b) y (x)= — ce =x 
x +1 dx 


Tx 
o)x()=4e É = to — 16) 


dt 
lx x? —1 
dx) =1,t>0 e > = .1t>0 
dt t 
E 
x ly 
eJy=e2 e pis = xy 
dx 


3. Determine as funções constantes, caso existam, que sejam soluções da 
equação dada. 


dx ” dx ” 
a)—=1l1-x? b) — = tx" 
dt dt 
dy ” dy ” 
c) — = y +2xy+1 d ==1+y 
dx e i dx 
dx dx xX 
e) — =t(x—1) f===,1t>0 
dt dt f 
14.3. SOLUÇÕES CONSTANTES 
Consideremos a equação de variáveis separáveis 
dx 
1) — =g(t)h(x) 
dt 


com g e h definidas em intervalos abertos I, e I, respectivamente, e g não 
identicamente nula em H. 
Consideremos a função constante 


Q) x( =a,tE H. 
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Se h (a) = 0, então x (t) = a, t E 1,, será solução de ®© (por quê?). Reciprocamente, 
se (2) for solução de (1), devemos ter para todo t em 1, 


0 =g (t) h (a) 


e como g (t) não é identicamente nula em L,, resulta h (a) = O. Assim, 


x (t) = a, t € I, (a constante) é solução de © se, e somente se, a for raiz da 


equação h (x) = 0. 


EXEMPLO 1. Determine as soluções constantes de S =t(l-— ú). 
dt 


Solução 
h()=1-x%h(9)=0=1-x?=0. Como 
1-2=08x=10ux=-1 
resulta que 
x(t)=1ex(t)=-1 
são as soluções constantes da equação. E 
EXEMPLO 2. A equação = = 4 + x? não admite solução constante, pois h (x) = 4 


dt 
2 mu . . 
+ x^ não admite raiz real. E 


Exercícios 14.3 


Determine, caso existam, as soluções constantes. 


dx ” dx ” 
| — = tx" 2. — =x — x 

dt dt 

Tx lx t 
3. L=1(1+x) AE SA 

dt dt be 

o] p] 

dx t4 —1 dx xº — 1 
5. — = 6. — = a É A 

dt x dt f 


14.4. SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 
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O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para o 
Apêndice 4 nos será útil na determinação das soluções não constantes. 


Teorema. Seja a equação 


dx 
(1) — = g(h(x) 
dt 


em que g e h são definidas em intervalos abertos 1, e I, respectivamente, com g 
contínua em 1, e h' contínua em I. Nestas condições, se x = x (t), t E I, for 
solução não constante de ©, então, para todo tem I, h (x (t)) 4 0. 


Vejamos, então, como determinar as soluções não constantes de (D, supondo que g 
e h satisfaçam as condições do teorema anterior. 

Suponhamos que x = x (t), t € I, seja uma solução não constante de (); assim, para 
todo tem J, 


x (0) =g (O h (0) 


ou 


r 


x(t) _ 
h(x (t)) 


O 


g(t). 


Seja J = {x (t) | t € I}; J é um intervalo, pois x = x (t) é contínua. Observe que para 


todo x em J, h (x) 4 0. A função 7 sendo contínua em J admite uma primitiva H 


167% 


, | 
(x), neste intervalo: H' (x) = hi px € J. Segue que, para todo t em I, 
Tê: 
= xt) 
© [HI = h (x (1) 


Resulta de © e © que, para todo t em I, 
(4) [H (x (0) = g (Ù. 


Sendo G (t) uma primitiva de g em I, segue de (1) que existe uma constante k tal 
que, para todo t em I, 


(5) H (x (t) = G(t) + k. 


Como h (x) * O em J e pelo fato de h ser contínua, segue que mantém o 


h (x) 
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mesmo sinal em J, logo, H é estritamente crescente ou estritamente decrescente em J 
e, portanto, inversível. Sendo 4 a função inversa de H em J, resulta de © que 


x (t) = KM (G (6) + k), t € 1. 
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda função do tipo 


x (1) = 4 (G (0) + k) 


é solução de ©, onde f é a inversa de uma primitiva de num intervalo em que 


h (x) 
h (x) £ 0, G (t) uma primitiva de g (t) num intervalo I C I e k uma constante. 


14.5. MÉTODO PRÁTICO PARA DETERMINAR AS SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 


Seja a equação 


dx 
©) — =g (t) h (x) 
dt 


com g e h nas condições do teorema da seção anterior. O quadro que apresentamos a 
seguir fornece-nos um roteiro prático para determinar as soluções não constantes de 


©. 


dx 
— = g (h (x) 
dt 
dx E o. i 
= g (1) dt (separação das variáveis) 
h (x) 


dx 
f = Í g (t) dt 
h(x) 


H (x) = G(t) +k 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


Solução 
Inicialmente, vamos determinar as soluções constantes. 
h()=x;x2=06x=0. 
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Assim, x (t) = O é a única solucáo constante. 
Vamos, agora, determinar as soluções não constantes. 


Como g (t) = te h' (x) = 2x são contínuas resulta 


—2 
x (t) = =——— (k constante) 
t? + 2k 


é a família das soluções da equação. 


x(t) 
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EXEMPLO 2. Com relação à equação do exemplo anterior, determine a solução que 
satisfaça a condição inicial dada. 


) x(1)=0 
» x(0)=1 
3 x(0)=-1 
Solução 


) A solução constante x (t) = O satisfaz a condição inicial x (1) = 0. 
=9 


) b) x = —— ex (0)=1. 
1“ + 2k 
Assim, 
=D 
| = == ou k= =. 
04 + 2k 
Segue que 


=3 ; À 
x (t) = 5—,-42 <t<y2, 
t 9 


pm 


satisfaz a condição inicial dada. (Lembre-se: o domínio de uma solução é sempre um 
intervalo; no caso em questão, tomamos —.,/2 < t < 4/2, pois o domínio deve conter 
t=0.) 


3 
Jx()=>—— e x (0) = —1. 
t? + 2k 
—2 
=1l= — ouk= 1. 
02 
Segue que 
2 
x (1) = 5 , TER 
faz 


satisfaz a condição inicial dada. E 


D 


EXEMPLO 3. Resolva = = xt”, 
dt 


Solução 
x (t) = O é a única solução constante. 
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Determinemos, agora, as soluções não constantes. 


dx 
— =P dt 


t3 
Inlxl= — + kı 
3 


daí 
B 

Ixl=ele: 
ou 

3 

+ Tas k 

Ixl=k e3, k >0(k =el). 
à à o 
Sex>0,x=k2e 3 esex<0,x=-—k,e3 ,segue que x = ke 3,k%0 real 


qualquer. Para k = 0, temos a solução constante x (t) = 0. Assim 


t3 


x(t)= ke3,kreal, 
é a família das soluções da equação. E 
EXEMPLO 4. Determine a função y = f (x) tal que f (1) = 1 e que goza da 
propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao 
produto das coordenadas do ponto de tangência. 
Solução 


Para todo x no domínio de f devemos ter 


PO) =x [09. 


Assim, a função procurada é solução da equação 


Temos 
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— =| xrxdx 
y 
i 
y4 
Inlyl=— +k 
` 2 
| Pe PE EA . R 
Para k = E condição y = 1 para x = 1 estará satisfeita. Assim, a função 
procurada é 
x2 | | , 
A OA “19 
y= e 2 2 ou y= e” 2. E 
ve 


EXEMPLO 5. Determine o tempo necessário para se esvaziar um tanque cilíndrico de 
raio 2 m e altura 5 m, cheio de água, admitindo que a água se escoe através de um 
orifício, situado na base do tanque, de raio 0,1 m, com uma velocidade 
v= V 2gh m/s, sendo h a altura da água no tanque e g = 10 m/s? a aceleração 
gravitacional. 


Solução 


Seja h = h (t) a altura da água no instante t. O volume V = V (t) de água no tanque 
no instante t será 


V()=4mh (Ð 


e assim 


7 
V yr D. 
dt dt 


O 


Por outro lado, supondo At suficientemente pequeno, o volume de água que passa 
pelo orifício entre os instantes t e t + At é aproximadamente igual ao volume de um 
cilindro de base xr? (r raio do orifício) e altura v (t) At (observe que a água que no 
instante t está saindo pelo orifício, no instante t + At se encontrará, aproximadamente, 
a uma distância v (t) At do orifício, onde v (t) é a velocidade, no instante t, com que a 
água está deixando o tanque). Então, na variação de tempo At, a variação AV no 
volume de água será 


AV = cu (0) nr? At. 
É razoável, então, admitir que a diferencial de V = V (t) seja dada por 


dV = —v (t) nr? dt 
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ou que 


dV 
— = —u(t) mr 
O dt 


De (D e O resulta 


dh 2 
TmT — = —u(i) mr. 


dt 


Sendo v= 20h er = 0.1, resulta que a altura h = h (t) da água no tanque é 
regida pela equação 


4 d —0,01 420h, h > 0. 
dt 
Temos 
f- E dh = =j dt 
E vh = -f + k. 


y d 


De h (0) = 5, resulta k = 400. Assim 


3 _ 
h = = (—t + 400)”. 
4004 


O tempo necessário para esvaziar o tanque será então de 400 segundos ou 6 min 40 
S. E 


EXEMPLO 6. Uma partícula move-se sobre o eixo x com aceleração proporcional ao 
quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante t = O a velocidade é de 2 m/s e, no 
instante t = 1, 1 m/s. 

) Determine v = v (t), t 2 0. 

) Determine a função de posição supondo x (0) = 0. 


Solução 


) O movimento é regido pela equação 


em que q é a constante de proporcionalidade. 


f a = | a dt 
y” 


l 
=— =at+k 
v 
ou 
=] 
v = 
at + k 
Para t = 0, v = 2, assim 
jm E ia 
r A > 
Para t = 1, v = 1, assim 
— z= a 
| = oua="— 
RR 2 
2 


Portanto, 

v()=——,t2>0. 

1+t 
) E e el) 
dt l+t 
2 

f dx = f dt 

l+tf 


x=2In(1+0)+k. 


Tomando-se k = 0, a condição inicial x (0) = O estará satisfeita. Assim, 
E 


x(0=2In(1+0. 


Exercícios 14.5 


1. Resolva 
dx 


dx 


a) — = xt 
dt 
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dy dT 
c) — =x +1 d — = —2 (T — 10) 
dx dt 
dx f dy y 
E ED E ri a) 
dt x dx x 
dx dy = 
g) — =o h — =e} 
dt dx 
dv > 
D—=v-—v )—=iInf 
dt dt 
dy | + y” . ds —s 
A = x = m) — = te 
dx X at 
du v , dx tx 
n) — ==> u>0 r 
du u4 dt I+t- 
dy 5 T T dx t T T 
pp Eu EIS DR ji Gu So 
dx 2 2 dt cos x 2 2 
dy > T 37 dv >» 
PSOE A e s — =4-v 
dx 2 ` 2 dt 
dW E .. dx 
t) — = — (C constante) u) — = ax (x + 2) (a constante) 
dV V dt 


Determine y = y (x) que satisfaça as condições dadas. 


1 4 ) 1 d ” 
a Z = ey (0) = b) Z =y —4ey(1)=2 
dx dx 
ly l ly 2 
2 = 3 ey (0) = — d Y =yY —4ey(0)=1 
dx 2 dx 
, dV V 
Suponha que V = V (p), p > 0, satisfaça a equação FH = — — (y constante). 
ap Yp 


Admitindo que V = V,, V, > 0, para p = p,, mostre que V'p = V,*p,, para todo 
p>0. 


O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao gráfico de y 
= f (x), é proporcional ao cubo da ordenada do ponto de tangéncia. Sabendo 
que f(0) = 1 e f(1) = —=. determine f. 
N 4 

Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe-se que as 
únicas forças atuando sobre ele são o seu peso e uma força de resistência 
proporcional à velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após ter sido 
abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante t 
(suponha a aceleração da gravidade igual a 10 m/s”). 


A reta tangente ao gráfico de y = f (x), no ponto (x, y), intercepta o eixo y no 
ponto de ordenada xy. Determine f sabendo que f(1) = 1. 
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7. Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y) 
a 


intercepta o eixo x no ponto de abscissa Ea 

8. Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as únicas forças atuando sobre ele 
são o seu peso e uma força de resistência proporcional ao quadrado da 
velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após o início da queda a sua 
velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante t. (Suponha a 
aceleração da gravidade igual a 10 m/s2.) 


9. Para todo a > 0, o gráfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a curva x? + 
2y” = a. Determine f sabendo que f (1) = 2. 


10. Para todo a > 0, o gráfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a curva xy = 
a, x > 0. Determine f supondo f (2) = 3. 


11. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da propriedade: 
a reta tangente no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto A, de abscissa > 0, 
de tal modo que a distância de (x, y) a A é sempre 2. 


a 
12. Verifique que a mudança de variável “= — transforma a equação 
É o 
dy y Apa „ . du u“ : a 
s na de variáveis separáveis — = ——————-- Determine, então, 
des xy dx ATu 
mm . e: . ~ dy y 
soluções (na forma implícita) da equação — = 
dx x+y 
13. f x ~ dy y — 3x E 
Determine soluções da equação EE = -+= . (Sugestão: Olhe para o 
dx x 


Exercício 12.) 


14. Verifique que a mudança de variável u = y — x transforma a equação 
dy ) E , . du > : ' 
— = (y— x) na de variáveis separáveis — = u^ — 1. Determine, então, 
dx dx 
soluções da primeira equação. 


14.6. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.º ORDEM 


Por uma equação diferencial linear de 1.º ordem entendemos uma equação do tipo 


(a) 


dx ; 
— BOP 
dt 


em que g e f são funções dadas, contínuas e definidas num mesmo intervalo I. 


EXEMPLO 1. qe = xt + 1 é linear de 1.º ordem; aqui g (t)=tef(60)=1. m 


dt 
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EXEMPLO 2. F = xt? é linear de 1.º ordem (é também de variáveis separáveis); 
dt 
aquig(D=tef()=0. m 


dx a É A P Sn O 
EXEMPLO 3. É = 5x + sent não é linear (também não é de variáveis 


dt 
separáveis). 


Observe que na equação linear, tanto a variável dependente como sua derivada 
ocorrem com grau 1. 
Se f (t) = 0 em I, a equação (D é de variáveis separáveis e a solução geral será 


x= ke“0 (k € R) 


em que G é uma primitiva de g em I. Por simplicidade, escreveremos 


x= kel 80 (k E R) 


em que Jf g (t) dt estará representando, então, uma particular primitiva de g. m 
~ dx ) 
EXEMPLO 4. Resolva a equacáo ES = xt”. 
dt 


Solução 


Trata-se de uma equação de 1.º ordem, linear e de variáveis separáveis. A solução 
geral é 


z 
t4 dt 


x= ke! (k E R) 


ou 


3 


x=ke3., 


Vamos, agora, resolver () no caso em que f (t) não é identicamente nula em T. 
Observamos, inicialmente, que 


d — [e(t) dt dx -(e(ndt 
— [xe Je: ]=— e pod 
dt dt 


Tx = [o 
= E -xg (| JE, 
dt 


xg(te Jen di = 
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Isto é, 


Io fe di e 
dt dt 


A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solução geral de () no 
caso em que f (t) não é identicamente nula em I. Temos que (D é equivalente a 


dx g 
— —x8(0=f(0. 
dt 


- | g(t) dt 


Multiplicando os dois membros pelo fator integrante e , obtemos 


Tx dis l A 
Ex e BOL - e lei di 


dt 
ou 
Ep 18 0d py eo JO, 
Daí 
E qro OA pq) Od, 
ou 


x = ko 80% +els 0d f FE JE OA dt (kE R) 


que é a família das soluções da equação ©. m 


-|8 (1) dt 


Na fórmula acima, E (dte Pr (e dt indicam particulares primitivas 


i (1) e 180 ti te. 
“e(nef(t e ES ) de respectivamente 


1 p 
EXEMPLO 5. Resolva a equação J = 3x + 4. 
dt 


Solução 


Aqui g (t) = 3 e f (t) = 4. O fator integrante é Re 3dt _ e?" Então 
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ou 


3 
x= ke” — 


w |e 


É claro que você poderia ter aplicado diretamente a fórmula obtida 
anteriormente. E 


Exercícios 14.6 


1. Resolva. 
dx dx 
E =-x+2 b — =2-1 
dt dt 
1 lx Je 
di dt t 
ty 1T 
e) =x-y Aa AU Y 
dx dt 
Lx ly 
g) Z = x + sent h) = —2y + cos 2x 
dt dx 
dy dy y 
== nx == ———, -1<x<1 
dx dx xº —1 


2. Suponha E, R e C constantes não nulas. Resolva a equação. 


Q 0 
A == prE,L 
dt E di 


=E 


3. Suponha E, R e L constantes não nulas. Determine a solução i = i (t) do 
problema 
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| i(0)=0 


Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma temperatura 
ambiente de 20°C; um minuto após a temperatura do objeto passa a 90°C. 
Admitindo (lei de resfriamento de Newton) que a temperatura T = T (t) do 
objeto esteja variando a uma taxa proporcional à diferença entre a temperatura 
do objeto e a do quarto, isto é, 

IT l 

É = a (T — 20) (æ constante) 

dt 
determine a temperatura do objeto no instante t. (Suponha t dado em 
minutos.) 


Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituição financeira que 


o ; s nan. i 
remunera o capital investido de acordo com a equação E = 0,08 C. 
di 


a) Supondo que o capital investido no instante t = O seja Cy, determine o valor 
do capital aplicado no instante t. 


b) Qual o rendimento mensal que o investidor está auferindo? (Suponha t dado 
em meses.) 


= 


; 10 ; 
Um capital C = C (t) está crescendo a uma taxa si proporcional a C. Sabe-se 


at 
que o valor do capital no instante t = O era de R$ 20.000 e 1 ano após, R$ 
60.000. Determine o valor do capital no instante t. (Suponha t dado em anos.) 


: el E dm , 
Um material radioativo se desintegra a uma taxa E proporcional a m, em que 
t 


é 
m = m (t) é a quantidade de matéria no instante t. Supondo que a quantidade 
inicial (em t = 0) de matéria seja mọ e que 10 anos após já tenha se 
desintegrado + da quantidade inicial, pede-se o tempo necessário para que 
metade da quantidade inicial se desintegre. 
Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com aceleração proporcional à 
velocidade. Admitindo-se que v (0) = 3, v (1) = 2 e x (0) = 0, determine a 
posição da partícula no instante t. 
Determine a função y = f(x), x > 0, cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2) e que 
goza da propriedade: a área do triângulo de vértices (0, 0), (x, y) e (0, m), m > 0 
é igual a 1, para todo (x, y) no gráfico de f, em que (0, m) é a interseção da reta 
tangente em (x, y) com o eixo y. 
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15 


TEOREMAS DE ROLLE, DO VALOR MÉDIO E DE CAUCHY 


15.1. TEOREMA DE ROLLE 


Teorema (de Rolle). Se f for contínua em [a, b], derivável em Ja, bl e f (a) = f 


(b), então existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que f (c) = 0. 


Demonstração 


Se f for constante em [a, b], então f(x) = O em Ja, b[; logo, existirá c em Ja, b[ tal 
que f (c) = 0. Suponhamos, então, que f não seja constante em [a, b]. Como f é 
contínua no intervalo fechado [a, b], pelo teorema de Weierstrass, existem x, e x, em 
la, b], tais que f (x,) e f (x2) são, respectivamente, os valores máximo e mínimo de fem 
la, b]. Como f (xı) 4 f (x,), pois estamos supondo f não constante em [a, b], segue que 
x, Ou x, pertence a Ja, b[ (estamos usando aqui a hipótese f (a) = f (b)), daí f (x4) = O ou 
f(x) = 0. Portanto, existe c em Ja, b[ tal que f (c)=0. m 


Exercícios 15.1 


1. Prove que entre duas raízes consecutivas de uma função polinomial f existe 
pelo menos uma raiz de f. 


2. Suponha f derivável em R. Prove que entre duas raízes consecutivas de f há, 
no máximo, uma raiz de f. 


3. Sejam fe g contínuas em [a, b] e deriváveis em Ja, b[, com g (x) O em [a, 
b]. Suponha, ainda, que f(a) = g (a) e f(b) = g (b). Prove que existe c em Ja, 
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b[ tal que f (c) g (c) = f (©) g' (c). 


4. Suponha f contínua em [a, b], derivável em Ja, b[ e tal que f (a) = f (b) = 0. 


Suponha, ainda, que O < a. Prove que existe c em Ja, b[ tal que 
E E) f 
Fae = J . Interprete geometricamente. 

é 


an 


an “| E 
>. Prove que Rd F a à a =0, então a, + ax +... + a,x” = 0 tem 


2 n+l 
pelo menos uma raiz em ]0, 1[. 


6. Suponha f derivável até a 2.* ordem em R e tal que 


f "(x)+ x f(x)= f(x) para todo x 
| fla)=f(b)=0 (a< b dados). 


Prove que f (x) = O em [a, b]. 


7. Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 2.º ordem em Ja, b[. Sejam xo, 
xı e x, pontos de [a, b], com x, < x, < x,, e tais que f (xo) = f (xp = f (x5) = 0. 
Prove que existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que f’ (c) = 0. 


8. Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, b[. Sejam xo, 
Xp X € X; pontos de [a, b], com x, < x, < x? < xz, e tais que f (xo) = f(x) = f 
(x,) = f (x5) = 0. Prove que existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que f” (c) = 0. 
Generalize. 


9. Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, b[. Sejam xo, 
xı e x, pontos de [a, b], com x, < x, < X, e P (x) o polinômio de grau no 
máximo 2 e, portanto, da forma P (x) = a, x? + a, x + a,, tais que 


P (xo) = f(xo), P (x1) = f(x) e P (x5) = f (x5). 
Seja z um ponto de [a, b], com z É (xp, x,, X2} e seja a o número real tal que 
f (z) =P (z) + (z - xo) (Z = x1) C =- x2) Q. 


f m e c) 
Prove que existe pelo menos um c em Ja, bl tal que œ = J , 
3 


(Sugestão: Considere a função 
O) =P 09 =P (x) = (x= xo) (x = x1) (x = xo) a 
e aplique o exercício anterior.) 


10. Nas condições do exercício anterior, prove que, para cada x em [a, b], existe 
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pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


Je 


n 
3! 


fœ =P (x) + 


(x — xp) (x — xp) Em) 


Generalize. (Observação. O polinômio P (x) acima denomina-se polinômio 
interpolador de f (x) relativo aos pontos xy, x, e x, e pode ser obtido 
rapidamente pela fórmula 


(ESA DN a (X— x0)(X-— 2%)... (AQ RD e 
[eo to)+——— ll) -— 08) 
(o — x1) (XQ — X2) (X1 — X0) (%1 — X2) (X2 — X0) (X2 — X1) 


P(x) = 


devida ao matemático italiano J. L. Lagrange (1736-1813).) 


15.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Seja fuma função definida em [a, b]. Consideremos a função S dada por 


f(b)— f(a) 


p=] 


S (x) = f (a)+ (x =a): 


O gráfico de S é a reta passando pelos pontos (a, f (a)) e (b, f (b)). Na demonstração 
do TVM iremos utilizar a função dada por 


g (X) = f (x) - S (x), x em la, b]. 


Observe que g (a) = g (b) = 0. 


Teorema (do valor médio — TVM). Se f for contínua em [a, b] e derivável em 
Ja, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, bl tal que 


f (b) - f (a) = f (c) (b - a). 
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Demonstração 


Seja g função dada por 
g (x) = f (x) =- S (x), x em a, b] 


Como g é contínua em [a, b], derivável em Ja, b[ e g (a) = g (b), pelo teorema de 
Rolle existe c em Ja, b[ tal que g' (c) = 0. Temos 


g(0=f'(0-S' (mes w= LOS, 


b=a 
Assim, 
, -5 7 li ERREF -: 
8 (=jJ )- JW) Ita 
Da 
Daí 
, + i (b) — f (a) 
g'(c)=f' (c) — f (0)=f (a) _ 0. 
b == 
Portanto, 


F(b0)-f(a)=P (c) (ba). m 


Exercícios 15.2 


1. Sejam I um intervalo, f uma função contínua em 7 e tal que | f(x) | < M para 
todo x no interior de I, em que M > O é um real fixo. Prove que quaisquer que 
sejam x e y em I 


IFC) F0N|<M|x= yl. 
2. Prove que quaisquer que sejam s e t em [1, +oo[ 
[Ins-Int|>|s-t|. 


3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que 


b-a 
4. Prove que quaisquer que sejam a e b, a < b, 
arctg b - arctga < b - a. 


Conclua que para todo x > 0 
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arctg x < x. 


g 


Seja f: R > R uma função. Dizemos que x, é um ponto fixo de f se f (xo) = 
Xij: 


a) Determine os pontos fixos de f (x) = x? — 3x. 
b) f(x) =x? + 1 admite ponto fixo? 
c) Mostre que f terá ponto fixo se o gráfico de f interceptar a reta y = x. 


6. Sejaf:R > R e suponha que f(x) 4 1 para todo x. Prove que f admitirá no 
máximo um ponto fixo. 


z 


Suponha que g (t) seja uma primitiva de f (t) em [O, 1], isto é, para todo t em 
[0, 1], g' (©) = f (8). Suponha, ainda, que f (t) < 1 em JO, 1[. Prove que 


g (©) — g (0) < tem ]0, 1]. 


8. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = (t). 
Sabe-se que q(0) = 0 e q (1) = 1, isto é, nos instantes O e 1 a partícula 
encontra-se, respectivamente, nas posições x = 0 e x = 1. Prove que em algum 
instante c, 0 < c < 1, v (c) > 1. (Sugestão: Observe que q' (t) = v (t) em [0, 1] e 
utilize o exercício anterior.) 


15.3. TEOREMA DE CAUCHY 


Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, definir 
reta tangente a uma curva em R°. 

Por uma curva em R? entendemos uma função que a cada t pertencente a um 
intervalo I associa um ponto (g (t), f ()) em R°, em que f e g são funções reais 
definidas em I. Dizemos que, 


| x= g (t) 
Lb=f0 
são as equações paramétricas da curva. 


EXEMPLO 1. Seja a curva de equações paramétricas x = t, y = t°, tem R. Quando t 
varia em R, o ponto (t, t°) descreve a parábola y = x°. 
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EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = Cos t, y = sen t com t € TO, 


211]. Quando t varia em [0, 271], o ponto (cos t, sen t) descreve a circunferência x? + y? 
=L 


(cos t, sen t) 


Suponhamos, agora, fe g deriváveis em I, tọ € I e g' (to) 4 O. Vamos definir reta 
tangente à curva no ponto (g (to), f (to). 


E US) 


\ 


(t), f) 


O coeficiente angular da reta secante s, é 


fO- fo) 
g (t)— g (to) 


Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente à curva no 
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ponto (g (to), f (to)) igual a 


? a a N 
lim 1 6-3 0). 
t>t) 8 (1) — 8 (to) 


Temos: 


lim PREU i E qo f’ (to) 
rom 8) -eg (lo) tom g (t) — g (to) 2' (to) 
t — to 


Definimos, então, a reta tangente à curva em (g (to), f (to)) como a reta que passa 


g' (to) 


(e, 


por esse ponto e que tem coeficiente angular . A equação da reta tangente à 


curva em (g (to) (to), f (to)) é então 


“ (to) 
J o œ — g (to). 


y— f (to) => 
f i g (t 


0 


Suponhamos, agora, f e g contínuas em [a, b], deriváveis em Ja, b[ e g'(t) 4 0 em Ja, 
b[. Observe que as condições apresentadas anteriormente implicam g (a) 4 g (b). 


gla) glc) g (b) 


ne -F=f a 
O coeficiente angular da reta S é >————— + 
g (b) — g (a) 


Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c), f(c)) tal que a tangente neste 


ponto é paralela à reta S. O coeficiente angular de Té — 
8 


Então, para este c, 


+ 


T(b)= Fla) = f'(c) 
g (b)— g (a) g' (c) 
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Teorema (de Cauchy). Se f e g forem contínuas em [a, b] e deriváveis em Ja, 
b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


[f (b) = f (a)] g'(c) = [g (b) - g (a)] f(c) 


f- fla) f'o 
g(b)— g(a) g'(c) 


«se g(b) é g(a) e g' (c) % 0. 


Demonstração 
Seja h (x) = [f (b) - f (a)] g (x) - lg (b) - g (DJ f (x), x E La, b]. 
| h é contínua em [a, b] e derivável em Ja, bl 
| h(a) = h(b) (verifique). 
Pelo teorema de Rolle, existe c em Ja, b[ tal que h' (c) = 0, daí 


[ f(b) =- f (a)] g'(c) = [g (b) — g (a)] f(c) = 0 


ou seja, 


[f (b) = f (a)] g'(c) = [g (b) - g (a) f(c). m 


Observação. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos o TVM. 
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FÓRMULA DE TAYLOR 


16.1. APROXIMAÇÃO LOCAL DE UMA FUNÇÃO DIFERENCIÁVEL POR UMA FUNÇÃO 
AFIM 


Seja f uma função derivável em x, e seja T dada por 


T (x) = f (xo) + F (xo) (X = xo). 


O gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de fem (Xo, f (Xo)). 


Para cada x € Ds seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f (x) por T (x): 


O Po) FG) Ff Oo) (x m) + E (x), ED. 
_AAAAAAAAAAAAA<>O—2A A A<A<ÁKÁ 
Tx) 


Observe que, para x % xo. 


E (x) _ TU FU 


Xx — X0 Xx — X0 


a) 


daí, 


lim EQ) = () 


x> Xy XT X0 


ou seja: quando x > Xo, O erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x — Xo). 
A função 


T (x) = f (xo) + f (xo) (x = xp) 
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é a única função afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais 
rapidamente que (x — xp). De fato, se S (x) = f (xp) + m (x — xp) for uma função afim 
passando por (xo, f (x9)) tal que 

fC) =F (xo) + m (x = xo) + E, (9, x ED, 


E, (x) 


X— X0 


em que lim = 0, então necessariamente m = f (x). (Verifique.) 
=> 


Xo 


Segue que, se f for derivável em xo, 


T (x) = f (xo) + f (xo) (X = xo) 


é a função afim que melhor aproxima localmente a f em volta de xọ. 


A função T acima é uma função polinomial de grau no máximo 1; será do grau 1 se 
f(x.) * O. Assim, T é o polinômio de grau no máximo 1 que melhor aproxima 
localmente a f em volta de xp. 


Observe que os valores de f e T em x, são iguais, bem como os de suas derivadas: 
f (xo) = T (xo) e f (xo) = T (xo). 

O polinômio 
P (x) = f (xo) + (xo) (X = xo) 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de x,. 


O próximo teorema fornece-nos uma expressão para o erro E (x), que aparece em 
(D em termos da derivada 2.º de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo I e sejam x, xy € I. 
Então, existe pelo menos um y no intervalo aberto de extremos x e x tal que 


rosa 


q à e (x) > 
Jx) =f xo) + $ (Xp) (A — Xp) + J > A OY 


E (x) 


Demonstração 
E (x) = f (x) — [f (xo) + F (xo) (x — xo)]. 


Assim, 


563 


E (xo) = 0 e E(xp) = 0. 


(Observe que E'(x) = f(x) — f (Xo), pois f (xp) e f (Xo) são constantes.) 
Seja h (x) = (x — xp)?; segue que 


h (xo) = 0 e h'(x5) = 0. 
Temos 


E (x) 2 E (x) — E (x0) 
h (x) h(x)— h(xo) 


Pelo teorema de Cauchy, existe x, no intervalo de extremos x, e x tal que 


E (x) ` E'(x1). 
h(x)  h' (x) 


Tendo em vista E'(x5) = h'(x) = O 


E (x) o E' (X )— E'(xp) | 
h(x) AU) (xp) 
Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x, no intervalo aberto de extremos x, e 
x tal que 


E (x) — E"(x) 
ho AUX) 
Como E"(x) = f'(x) e h"(x) = 2 
E (x) _ FU) 
h(x) 2 
Portanto, 
en) 
E (x)= J (x — xp) 


para algum x no intervalo aberto de extremos xe x. m 


EXEMPLO 1. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo I e seja x, € I. Suponha 
que existe M > 0 tal que | f'(x) | < M para todo x € I. Prove que para todo x em 1 
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> M 2 
IF) — PQ) I=< E E 


em que P (x) = f (xo) + F (xo) (x — xo). 
Solução 


De acordo com o teorema, existe x entre x e x, tal que 


z dal E > 
IfO)— P()I = EM (x — xp) 


- 


ou 


ps gi. Tine eso AEE 
f(x) POjl= IP) Xo | 


- 


daí 


fœ- PQ)I< a Ix- xf, xE. 

EXEMPLO 2. Avalie In 1,003. 
Solução 

Seja f (x) = In x. O polinômio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de xp = 1 é: 

P Go) = [+ PO) (x 1) 
e como, f (1) = 0 e f(1) = 1, resulta 
P()=x-=1. 
Assim, 
f (1,003) = P (1,003) 
ou 
In 1,003 = 0,003. 
Interprete graficamente este resultado. 


Avaliação do erro 
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Segue: 
f(x) |< 1 parax> 1. 


Pelo exemplo anterior, 


If) -P HIS lx 1%, x>1. 


a 
2 
Para x = 1,003 
If (1,003) — P (1,003) | < 0,0000045. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 
In 1,003 = 0,003 


é inferior a 10º. Observe que 0,003 é um valor aproximado por excesso (faça os 
gráficos de fe de P e confira). E 


Exercícios 16.1 


1. Calcule o polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em volta de x, 


dado. 

a)f (x)= Vx, xy =1 b) f(x) = sen x, x= 0 
c) f(x) = xy 9 Xo E 8 d) f(x) = aÃ Xo = 0 

e) f (x) = cos 3x,xp = 0 Afw = , xp = 0. 


tx 
2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro. 

a) 44,001 

b) 3/32,002 

c) sen 0,02 

d) e%001 

e) cos 0,01 

f) In 0,99 


16.2. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


Vimos que o polinômio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de x,, tem em comum 
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com fo valor em x, e o valor da derivada em xo. 

Suponhamos que f tenha derivadas até a 2.º ordem no intervalo I e seja xy € I. 
Vamos procurar o polinómio P, de grau no máximo 2, que tenha em comum com f o 
valor em Xo, O valor da derivada 1.º em x, e o valor da derivada 2.º em xp. Queremos, 
entáo, determinar P, de grau no máximo 2, tal que 


f (xo) = P (x0), (xo) = P (xo) e f'(xo) = P"(xp). 
Podemos procurar P da forma 
P (x) = Ap + Ar (X - Xp) + A; (X - Xo)”. 
Como P (xo) = Ap, devemos ter A, = f (xo). 


P'(x) = A; + 2A, (x — Xp) 


P"(x) = 24». 


Daí, P'(xp) = A, e P" (Xo) = 24). Segue que devemos ter 


A, = f (xo) 
e 
Y nmr y j = | Mia Y 
24) =f (Xp) 00 A) = — f 0). 
O polinômio procurado é então 
: P di É ) 2 
(1) P (x) =f (xo) + f (xo) (x — Xp) + J 5 0x- Xo). 


- 


O polinômio © denomina-se polinômio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de xo. 

Observe que fe P admitem a mesma reta tangente em (xo, f (x9)). Como P"(x5) = f" 
(xo), segue que se f'(x) O e f” contínua em x,, para x próximo de Xo, os gráficos de fe 
P apresentam concavidades com mesmo sentido. É razoável esperar, então, que, para x 
suficientemente próximo de Xo, o polinômio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor f 
do que o polinômio de Taylor de ordem 1. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = e”. Determine os polinômios de Taylor, de ordens 1 e 2, de 
f em volta de x, = 0. Esboce os gráficos de f e dos polinômios. 


Solução 
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Indiquemos por P, e P, os polinômios pedidos. 
Temos 


P, (x) = f (0) + P(0) (x — 0) 


(x — 0)2. 


f”(0) 
> 


- 


P> (x) = f (0) + f'(0) (x — 0) + 
De f(x) = f'(x) = œ, segue f (0) =f"(0) = 1. 
Assim, 


P,(x)=1+x 


P, ()=1+x+ = e. 


Seja P o polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x. Para cada x em D,, 
seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f (x) por P (x). Assim, para todo x 
em D 

P 


p) 
(x — x) + E(x) 


i , Mx 


ou 
m (xp) 
E (x) = f(x) — É ATT A TT dao (XÁ Xj y? | 


Temos: 
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Ex) =f'00) — [f'(x + f"(xo) (x — xp) ] 
Ex) =f"(x) = f*(xp) 
E "(x) — FL 

Assim, 


E (xo) = E'(Xp) = E" (xo) = 0. 


O próximo teorema fornece-nos uma expressáo para o erro E (x) em termos da 
derivada de 3.* ordem de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo I e sejam Xo x em I. 
Então, existe pelo menos um y entre x e x, tal que 


i d xo ) 


> de E 
ao Í 
2 3! 


f0O) =f (x0) + f'o) Œ — xp) + 


Demonstração 
E (xo) = E (xp) = E” (xo) = 0 e E“ (9) = F &). 
Sendo h (x) = (x — x9)º, 
h (xo) = A") =h"(x)=0eh"()=6=3! 
Temos 


E(x) _ E (x) — E (xo) 
h (x) h(x)— h (xo) 


Pelo teorema de Cauchy existe xı entre x e x, tal que 


E (x) = EX) 
h(x) h'(x) 


Temos 
E (x) _ E'(x1) — Ex). 
h(x)  h'(¥1)— h'(xo) 


Pelo teorema de Cauchy, existe x> entre x, e Xj tal que 
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E(x) E“(xo) 
Ta 


hoD AU) 


bo 


De E” (xp) =0=h" (xo) segue 


E (x) _ E”(%3)— E" (x0) 
k(x) AUx3)=h"(xp) 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe y entre x> e xp tal que 


E(x) Er. 
ROO nx) 


Como 


ED=FDeD=2 


E (x) = PO) 
3! 


(x — xp). a 


EXEMPLO 2. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo I e seja x, € I. Suponha 
que existe M > 0 tal que | f(x) | < M para todo x em I. Prove que, para todo x em J, 


E E M 3 
[EP SOS E E 


- 


onde 


= ad 
PH =f tf (Xp) A — xp) + E (x — a 


Solução 


De acordo com o teorema anterior 


rr. l PF a 3 _ l MZ A 3 
IfO) — P (x)= | 31 (x — xp) |= 3 FAGO a =x] 
Daí, para todo x em I, 
"E , Ma. q 
a a od E a 


EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro. 
Solução 


Seja f (x) = In x. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de x, = 
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PODA a-y] a3 tr 1 


cr cm l y >n : 
De f(x) = E ef” (x) = —- —, seguef” (1) = lef (1) = —1. Assim, 
x ae 
l 2 
P(x)=0+(x- 1) — A 1) 
ou 
Pœ@=œ-1)- 4-1 
(x)= (x ) > (x ) 
Temos 
In 1,03 = P (1,03) 
mas, 
P (1,03) = 0,02955, 
logo 


ln 1,03 = 0,02955. 


Avaliação do erro 


E 
f” (x) = -z3 assim, | f” (x) | < 2 para x > 1. Pelo exemplo anterior, 
x 
2 3 
If) — PO)I = al Ix— 117, para x = 1. 
Segue que 
; | 
If(1,03) — POLO I < = ° 0,037 
ou 


| f (1,03) — P (1,03) | < 0,000009. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 
In 1,03 = 0,02955 


é inferior a 107º. (Observe: 0,000009 = 9 - 109 < 103.) 
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Como, para x > 1, E (x) = f — (x — py > (), segue que 0,02955 é uma 
aproximação por falta de In 1,03. = 


EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado para 37,9 e avalie o erro. 


Solução 
Seja f(x) = */x. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de x, 


À m cm 8 
P (x) = f (8) + f’ (8) (x — 8) + PA (x — 8). 
De 
2 5 
S PIE e A ESA 
f (x)= qe 5 ef (x)= > 3, 
segue que 
f' (8) = l = ef” (8) = e a 
3/89? 12 98) 144 
Daí 
Pg=2+Lg-gy-La-s 
ve CO + 288 * 
logo, 
pog=2- 4! 00 4 109916319. 
12 288 
Assim, 


3/7,9 = 1,9916319. 


Avaliação do erro 


; 
Pas Taro -D. 

xj = P > t. X)= 7 . 
27 i 27 Ì/ x8 


Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7,9 e 8. Como 1,8° = 5,832 < 
7,9, segue que, para todo x, 7,9 <x < 8. 
211,83 < Vx 
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e, portanto, 


(1,8% < Ẹ x8 


10 


3 Q 
27 X xë 


e 4 
27 - (1,8)8 


e, portanto, para 7,9 < x < 8, 


a P 3 
Ifo — PO Ls — Ix- 8i 
J 81 - (1,83 
e daí 
|F(7,9) — P (7,9) 1 < e. | 
81-(1,8)8 


(Observe: 81 (1,8) > 1.000 = as 102) Deste modo, o módulo do 


81- (1,8)8 
erro cometido na aproximação 


17,9 = 1,9916319 
é inferior a 10º. E 


Observação. A escolha de 1,8 foi feita por inspeção. Poderíamos ter escolhido 1,9, 


pois, (1,9)? < 7,9. Com a escolha de 1,8 conseguimos um M > 0 | M = 27.88 
\ LILLO) J 


tal que |f" (x)| = <Mpara7,9=x+<8, o que nos permitiu utilizar o 


31 
27N xë 
Exemplo 2. Evidentemente, quanto menor o M, menor será a majoração para o erro. 
Neste problema, a escolha de 1,9 seria preferível. Se tivéssemos escolhido 1,9, 


chegaríamos à conclusão de que o erro cometido na aproximação é, em realidade, 


inferior a 10™®. Observe, ainda, que, para 7,9 < x < 8, E (x) = = (x-8) <0, 


o que mostra que 1,9916319 é aproximação por excesso. 

Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo I e seja x, € I. Seja E (x) o erro que se 
comete na aproximação de f (x) por P (x), em que P (x) é o polinômio de Taylor de 
ordem 2 de fem volta de xg: 

T f” (xo) 2 
FA) =f (x0) +f (xo) (x — xo) + pa 1—x) + EQ). 
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Vamos mostrar a seguir que, para x > xo, O erro E (x) tende a zero mais 
rapidamente que (x — xp)?. De fato, 


e ePi "(xp) 
E (x) TC) = Hom LOM — 10) — f 5 0 (x — xp? A 
lim —= lim > TIS 
x> xg (X— X0) x>w (x — xp? 0 


Pela 1.º regra de L’ Hospital 


lim PAPAL = Ho: AED AS OPA) 
x> xo (X= X0) x>x%w 2 A) 
| 5 "(0 f(x us 
2 x> Xo Xx — X0 
=0. 
Assim, 

l Er 

lim AE 0 


A E 2 
x> xo (X— Xp)" 
Provaremos a seguir que 


= ” (xo, 2 
P (x) =f (Xp) TAT, (Xp) (y= Xo) + 20) q= xo? 


é o único polinômio de grau no máximo 2 que goza da propriedade de o erro E (x) 
tender a zero mais rapidamente que (x — xo), quando x > xo. 
Seja então 
f(x) = f (xo) + A (x = xo) + B(x- xo? + E (x) 


em que 


lim ELO) 


- 
x> xo (Xx — X0)" 


=0. 


Vamos provar que 


De fato, de 


é x ; Ei (x 
lim —— = =0 e lim L A = () 
x> xo (X— Xxp0)* x > xg (X— x0)“ 
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segue 


o E(x)-E¡(x) 
lim —————=3— = 


2 =) 
x> Xg (6 a 


e, portanto, 


E (xo) (x — xp) + Í So) (x — xo)? l =[A (x= xo) + B(x- xo)? ] 
lim =—_—— =<Bhú— = Y) 
x= Xp LE == dn 
uma vez que 
E (x) — E, (x) = 
EA " (x0) | 
=|; (xp) (x — x9) + J (xo) > 2 (y— xo y | — [A — xp) B(x Xp 21. 
Segue que 
4 "(x ) i 
(FE) AA= 20) + dE wo) = ] (x — x0)? 
lim ——————— la =0 
x=> Xp (x — xp) 
daí 
[FE A] E (ão) = B | (x — xo) 
lim ———— = A =0 
x> Xp X— X0 


o que implica A = f(x,) (observe que, se tivéssemos A * f(x), o limite acima não 
poderia ser zero). Assim 


ES) 
Foo Bla — X0) 


lim = (0 


Xx —> Xp Xx — Xo 


em (xo 
e, portanto, B = A, 


- 


EXEMPLO 5. Seja f(x) = — Mostre que P (x) = 1 + x + x? é o polinômio de 
sé 


Taylor, de ordem 2, de fem volta de Xo = 0. 
Solução 
Basta mostrar que E (x) = f (x) — P (x) tende a zero mais rapidamente que x°, 
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quando x > 0, 


| > 
. — ==] == x* 
: E (x) a. HPA) E 
lim = lim == lim = 
x30 x“ x>0 Ke x>0 cg 
x3 x 
= lim ——— = lim ———=0. 
x50 xº — xº x>01- x 
Outro processo. Calcular f (0), f(0) e f'(0) e verificar que 
> e” 0 3 
L+tx+x =f(0)+f'(0) (x — 0) + ij 1 - É al!) a 


lim p(x)=0 
E => Xo 
e q, (x) dois infinitésimos, para x > x. Dizemos que q (x) é um infinitésimo de ordem 
superior à de q, (x) se, para x > Xo, q (x) tende a zero mais rapidamente que q, (x), ou 


(x) 
seja, se lim P 
x> X Pl (xX) 


Dizemos que q (x) é um infinitésimo, para x > Xo, se "Sejam q (x) 


= (). É usual a notação 


p (x) = 0 (9, (x)) para x > xo 


para indicar que q (x) é um infinitésimo de ordem superior à de q, (x), para x > xo. 
Assim, sendo q (x) e q; (x) infinitésimos para x > Xp, 


E X 
lim cl 
x> xo P1 (xX) 


=0 S ọ (x) =0 (9; (x)) para x —> xp. 


Observe que x — x, só é infinitésimo para x > xo; assim, 
E (x) = 0 (x = xo) 


significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior à de x — Xọ, para x > Xp. 
Do que vimos anteriormente, segue que 


O) F = f (xo) + f(x) (x= xo) + 0 (X= xo) 
(ii) f"(xo) 


” 


pa 


FO) =f 0) + Up) (x — xp) + É da xo TOA = x). 


Exercícios 16.2 


1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x, dado. 
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af) = In (1 + x) e x =0 


b) f x) = e E E 
of = Vx e ms! 
l 
d) f (x)= - e xj =0 
| =:x* i 
e) f (x) = alx e Xo = 4 
f f(x) = sen x e xp =0 
g) f (x) = cos x e x =0 


Utilizando polinómio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e 
avalie o erro. 


a) In 1,3 


b) 4,1 


9) JOB 
h) cos 0,2 


Mostre que, para todo x, 


| 3 
ajlsenx— xls — I xF 
3! 


| x? | 
b) [cos x -| l | « — xP. 
2 3! 
Mostre que, para0<x<1 
Omxet-|ltxt—-xº |< x”. 
Do.) 2 
Utilizando a relação sen x = x + o (x°), calcule 
9 
ri: sen x — xº 
a) lim ———— b) lim —— 
x> 0 x 1550 x? 


(Sugestão : o (x°) é um infinitésimo de ordem superior a x?, para x > 0, isto 
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6. Verifique que 


3 y 
a) e =1+x+ E x +o(x) 


- 


bcsx=1- — +0(2) 
” 


- 


e 
c)senx=x+o(x) 


l > 
d)lnx=(x-— 1)— AE 1 +0 ((x — 192 


- 


E | 
à a Ee 
Seja f (9) | xº sen 2 se x 50 


lo sex =0 
a) Determine o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de x, = 0. 
b) Seja a > 0 um número real dado. Mostre que não existe M > O tal que para 
todo x em [0, a], |f” œ) | < M. 


8. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo I e seja x, € I. Mostre que existe 
uma função q (x) definida em I tal que, para todo x em I, 

: s a f” (xo) 2 2 

J (x) = f (xo) tf (xp) (x — xp) + E = (x— xo) + q (x) (x — xp) 


com lim g(x)=0. 
JE —> Xo 


9. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo fechado [a, b] e seja xp € [a, b]. 
Mostre que existe M > 0 tal que para todo x em [a, b]. 


If) =P (9|<M|x= xl 


E f” (xo) 2 
em que P (x) = Un) Ff a= x) + B = 


paa 


(Sugestão: verifique que a função q (x) do Exercício 8, com q (x) = 0, é 
contínua em [a, b].) 


16.3. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM n 


Seja f derivável até a ordem n no intervalo I e seja x, € I. O polinômio 
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f” (xo) 
PA] 


aa e a i f™ (xp) 
P (x) = f (xo) + f’ (x0) (x — xp) + we 


? 
(I=) Fis i 
n: 


(x — x 
denomina-se polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de xp. 

O polinômio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, é o único polinômio de 
grau no máximo n que aproxima localmente f em volta de x, de modo que o erro E (x) 
tenda a zero mais rapidamente que (x — xo)”, quando x > xp. (Verifique.) 


O polinômio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, = O denomina-se também 
polinômio de Mac-Laurin, de ordem n, de f. 


EXEMPLO 1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 4, de f (x) = e* em volta de 
Xy = 0. 


Solução 


n 0 mm 0 - (4) 0 
Pao=fp0+F 040-0+ LO «o? + TO a- psi Oo! 


= =f%0)=1. 
Assim, 
l ” l 9 l 4 
P(x=1+x+>x*+=>x*t+>x?. a 
2 3! 4! 
EXEMPLO 2. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 3, de f (x) = In x, em volta 
de x, = 1. 
Solução 


À z E ae é 
PLO=FDeFDG-D>+ ti - Lx = 124 ti : Licia 


- 


f(x) = lnx >f(1)=0 


l s 

f'(x)=— =f (1)=1 
X 

f"()=-— =f"(=-1 
2 4 

f" œ= >f"(1)=2 
a 


Assim, 
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A PA E L E S. 
P(xy)=(x—1) > (4 1) ToN Dz 5 


Teorema. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja f derivável até a 
ordem n + 1 no intervalo I e sejam x, xy € I. Então existe pelo menos um y no 
intervalo aberto de extremos x, e x tal que 


fu+d (X 


f(x)=P(x)+ 
(n+ 1)! 


(x a xo y” + l 


onde 


(x — xo)”. 


5 (xp) 
P E) =f +S’ (9) (1 xq) + AO e 


> c(n) (xo) 
DE m= an T 1 Cro) 
2 i n! 


Demonstração. Fica a seu cargo. E 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a ordem n + 1 no intervalo I e seja x, € I. Suponha 
que existe M > 0 tal que, para todo x em J, 


[FD (9 |< M. 
Prove que, para todo x em J, 


: -M aa 
If) — P (QS ———-1 x — xg | 
(n+1)! p 


em que P (x) é o polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x,. 
Solução 
Segue do teorema anterior que, para todo x em I, existe y entre x e x, tal que 


fo +1) (x) 


i y 
If) — P (x)| = e= 
É | (n+ 1)! Ú 
Como para todo x em 1, | f © *® (x) | < M, resulta 
a M 
dE o a ae É aT mes p+ L n 


(n+1)! 
EXEMPLO 4. 


1) Mostre que, para todo x em [0, 1], 
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e — | l+x +i? +i +...+ La" | <j TT ai 
2) Avalie e com erro, em módulo, inferior a 10º. 
Solução 
1) Seja f (xX) = e. De f (xX) = fŒ = f! œ = ... =f C7? (x) segue que o polinômio de 


Taylor, de ordem n, de f (x) = e* em volta de x, = O é 


l 3 
aA +... + — x". 


l 
P(x%ý=1+x+>x? + 
2 3 


Para x em [0, 1],0<e*=f("*5(9)<e<3. 
De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1], existe y entre O e x tal que 


l | | | (n+1) X 
Alirio a pl, 
\ 2 3! n (n + Dl 


Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade na página anterior) 


E 3 
ex =f AL | <—— xn+l, 
\ 2 3! no è ; (n +1)! 
2) Parax=1 
l l | 3 
e-fi+tl+>+> +..+t— |< —— 
Zz q n! (n+1)! 
Precisamos determinar n de modo que 
3 E 
———— < 107º. 
(n +1) 
l 3 =8 
Por tentativas, chega-se an = 8 [5 10” L 
À è / 
Assim, 
l | l | | | | 
e=2+—-+—+—+—+—+—+— 
2 Z3 4 S 600 0 8 
E 


com erro inferior a 10”. 


= (), segue do teorema do confronto, que 


Observação. Como lim ———— 
n>+0 (n + 1)! 
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lim EA e 
2 3 


n => +0 


n! 


Mostraremos, no próximo exemplo, que e é um número irracional. 
EXEMPLO 5. O número e é irracional. 
Solução 


Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a e b tais que 


Para todo natural n, 


el Lo Taa PT a (por quê?) 
2" 3 n! 


a/e 


e, pelo exemplo anterior, 


f l l 1 3 
B e +: 
; 2 3 n! j (n+1)! 
Daí, para todo natural n, 
a fí l l i P 3 
o<D [+++ +t < 
b l 2 -2 nm, (n +1) 
Para n > b en 2 3, temos 
! y 3 3 
<td + |< e 
b l 2 3 nt) n+l 4 


an!l.. 2 7 
A = E é inteiro pois n > b e b é natural. 
> 


Í l 1 AAA da 
B=nm! ELE Fek | é inteiro (por qué?). 
n! j 


A a 


Assim, A — B é um inteiro estritamente positivo e menor que —, que é impossível. 
4 


Conclusão. O número e é irracional. E 


No próximo exemplo mostraremos que 
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4 a" 
lim —=0 
n5+o n! 


em que a > O é um real fixo. Este resultado será útil na resolução de alguns dos 
exercícios que serão propostos no final da seção. 
A a" 
EXEMPLO 6. Mostre que lim — = 0 em que a > 0 é um real fixo. 
n5+o n! 


Solução 


a | 
Tomemos um natural N tal que pe e 


N 2 


Temos, então: 


e, assim, para todo natural p > 1, 
aP NE 
OE -a <[5] | 
(N+D(V+2)...(N + p) 2 


N 

A 1 
Multiplicando ambos os membros por Co vem: 
N! 


aN +P p | i aN 
(N+p)! 12) MN 
Fazendo n= N + p 
-N N 
ar LY a 
me MEA eL 
n! 2 N! 
1 O Ka N 
De lim 5) = (), segue que 
n= +01 4 
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q" 
lim — = 0. 
n>+0 N! 


EXEMPLO 7. Mostre que, para todo x. 


lim E + x+ Ai EE +...+ E |- E: 
2 3! ! 


n ->+ 
Solução 


Para todo x, existe y entre 0 e x tal que 


AAA PA T 
2 3! n! (n+ 1)! 
Se x > 0, gx < e*, pois y € ]0, x [, logo 
qn+l 
er — A ) < er ——. 
2 3! n! (n+ 1)! 
yn+l 
Como lim —————-= 0, pelo confronto, 
n>+0o (n + 1)! 
: lo, Da P 
lim I+x+—xt+..+—x” ee, 
n>+01 2 n! , 
Se x < 0, ¿Y < e° = 1, pois y € ]x, O[; logo 
ES l | | ad Ixi +1 
Mer tr] < —. 
2 3! n! (n+1)! 
Ix +] 
De lim —————-= (), segue 
n>+0 (n + 1)! 
z 1 » l 3 l 
lim l+ xt xt +x Hn’ H Ia |=e 
n>+0 2 3! n! 


Fica provado, assim, que, para todo x, 


; : l l l 
e= lim |1+x+—=x32+—x38+..+—x" | 
n> +% 2 3! ! 


Esta igualdade é usualmente escrita na forma 


| | | 
e=1+x+ i++... 4x4... 
2 3! n! 
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EXEMPLO 8. Mostre que, para todo x, 


2 2 l 6 1» di RA 
e* =[1+1x2+x Re A tax || <e 
| 2 3! n! (n +1)! 
Solução 
Pelo exemplo anterior, para todo x > 0, 
Ega l l Cr nl 
=| 1+ xt? H + — 1" | xe 
3! n! (n + 1)! 


Como, para todo x, x° > 0, resulta, substituindo na desigualdade acima x por x°, 


2 / n 1 1 - l E Y 2 x2n+2 
em =| 1+ x? + xt H xs +. +t— at || cet — E 
\ 2 3! n! J (n +1)! 


Para discutir o próximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma 
ino para integrais. Já vimos que, se f for contínua em [a, b] e f(x) > O em [a, 


b], entáo E f(x) dx = 0. Segue desta desigualdade que, se f e g forem contínuas em 
la, ble f(x) < g (x) em [a, b], então 

b b 
f(x) dx = Í g (x) dx. (Verifique.) 


a a 


Suponhamos, então, f contínua em [a, b]; assim, | f | também é contínua em [a, b] e 
temos para todo x em [a, b], 


“IF Isfe)<|fO | 


daí, 
b b ; b , 
- | iflas | fdas | ironia 
a a a 
logo 


b b 
| Í fœdxl s Í I f (x) | dx. 
í 


1 a 


E dé 
EXEMPLO 9. Calcule | e*” dx com erro, em módulo, inferior a 10”. 
0 


Solução 


Para x em [0, 1], ex? < e < 3. Segue então do exemplo anterior que, para todo x em 


585 


[0, 1], 
x2n +2 


Mg — 
(n + 1)! 


ex” — | A op sa ) 
2 n! 


Temos: 


2 ; ls 
e =11+ x2 + u + 


l 
El 
0 


l l l l 
f ex? dx sf í 1+ x? +—xt +... +—x?" Jas 
0 0 2 n! 


er 2n+2 
+. +01) dx < | Edi 

n! o (n+1)! 

Como 
l 9y2n +2 3 
| =——— dx = ——— 
o (n+1)! (2n + 3) (n + 1)! 
resulta 


3 
(2n + 3) (n +1)! 


| 2 If Ls l 
| ge dx- | +? + — y? teta | dy = 
( 0 2 n! 


Por tentativas, chega-se que, para n = 7, 


3 e 
— < 107 >. 
(Qn + 3) (n + 1)! 


Assim, 


lo, l 
| e” dx= Í I+ x2 + 1,4 + fe Ea Lyn ] dx 
0 0 2 3! 7! 


com erro, em módulo, inferior a 10º. m 


Exercícios 16.3 


1. Determine o polinômio de Taylor de ordem 5 em volta de x, dado. 


a)f(x) = sen x e X970 

b)f(x) = cos x e Xo = 

cf œ) =Inx e xo = 

dfx) = 3x e XQ = 

df= +? e Xo = 0, em que a + O é um real dado. 


2. Sejam n um natural ímpar e f(x) = sen x. Mostre que, para todo x, 
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3 5 n—l p] 
E Bo x” lx" +2 
< 


y g 7 ala 


Avalie sen 1 com erro, em módulo, inferior a 10º. (Sugestão: utilize o 
Exercício 2.) 


Mostre que, para todo x, 


x3 x5 y2n+ 1 
sen x= lim x— — +—-a+(-Dm 
n5 +% 3! 5 (Qn+ 1)! 
ou 
Ko x5 E? 
sen x = x — — +— — — 
3! 5! 7! 


l f p ds 
a) Í sen x2 dx Dile" dx 
0 0 


Mostre que, para todo x, 


ou 
y? y? xê 
cos x = 1 — — + — - — 
2 4 6 
» 1 _p¿n+l 
a) Verifique que 1 +1+ 4 + ... + 1 = ———- (1% 1). Conclua que, se | t 
13 
|<1, 
a 2 
lim (1+1+14+..+1M)=—— 
n—o+0 l—t 
ou seja, 


l ) 
A E 
L—t 


b) Verifique que 1 - t + ť¢ - È + ... + (-1)" €" é o polinômio de Taylor, de 


em volta de 0. 


ordem n, de 
+ t 
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l . 
pel ep bd fp 


É À l+t 
Sugestão: Mostre que lim —-——— =). 
t>50 t” 


c) Mostre que a função E (t) dada por 


l 5 
= ALA ER AA EAN AEB 
l+t 


é contínua em ]-1, + œf. 
d) Mostre que, para todo x > —1, 
a 3 „4 y” +1 


X Xx Xx $ x 
In (x + 1) = x— — + — — +... + (—1)” + [Ema 
2 3 4 n+1 0 


í XxX | 
Sugestão: In (x + 1) = | dbi: 
O 1+1 


2 3 4 n+I 
é Verifique que x jo Sa e de a 
2 3 4 n+1 
Taylor, de ordem n + 1, de In (x + 1) em volta de 0. 


é o polinômio de 


8. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x em volta de 
0. 


a 2 ` 


9. Seja f(x) = l 


a) Mostre que P (x) = 1 - x° + x! - xº + xº — x" é o polinômio de Taylor, de 
ordem 10, de f em volta de x, = 0. (Não é necessário calcular as derivadas 
de f !!) 

b) Mostre que a função E (x) dada por 

] 


ES fts ES) 
ha 


é contínua em R. 
c) Olhando para o polinômio do item (a), calcule f (0), f” (0), f” (0) etc. 


10. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 11, de g (x) = arc tg x em volta de 
Xp = 0. 


/ X Y 
Sugestáo: arc tg x =Í — dt e utilize o Exercício 9. | 
o Er ) 


A 
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Seja f (x) = (1 + x)“, em que a % O é um real dado. Determine o polinômio de 
` Taylor, de ordem n, de f em volta de x, = O e dê a expressão do erro em 
termos da derivada de ordem n + 1. 


11 
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17 


ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT 
E O CÁLCULO DE AREAS 


17.1. QUADRATURA DA PARÁBOLA: MÉTODO DE ARQUIMEDES 


Um dos criadores do Cálculo Diferencial e Integral foi o grande matemático grego 
Arquimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas inúmeras 
descobertas foi a fórmula para o cálculo da área de um segmento de parábola. Nosso 


objetivo aqui é obter tal fórmula seguindo o raciocínio rigoroso de Arquimedes. 


Vamos então considerar o segmento de parábola limitado pela parábola y = x? e pela 
corda AB. 


B 
fl 
/ / (a+2my? 
M; 
/ / 4 
TNA 
FAR 
J A N 
Por dá [(a+2mP+ a? 
E Cí O 
ar 
t , t = 
a a+m a+2m 
Fig. 17.1 


Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios dos lados 


Š 5 y Sm? 2 
não paralelos é a semissoma das bases, resulta que a ordenada de y « (a+2mj +a- 
5 


- 


Pela Fig. 17.1, 


(a+ 2my + a? e 
MN = a te (a + m)”. 


Ou seja, 


MN = m? 


(OK?) 


A altura do triângulo AMN em relação à base MN é m. Também, a altura do triângulo 
BMN em relação à base MN é m. Como 
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altura em relação à base MN = m 


segue-se que a soma das áreas dos triângulos AMN e BMN é: 


m? -m m? -m 
+ = m? 


área AAMN + área ABMN = 


- - 


Portanto, a área do triángulo ANB é mº. Vamos destacar este resultado 


Área do triângulo ANB = mº. 


Vamos entáo ao cálculo da área do segmento parabólico. A seguir, suporemos A 
coincidindo com a origem do sistema de coordenadas. 


; j] B 
ni í y j 
EA N 
A f 
vd i f f 
pe / 
PA / 
S / y 
Ed e 
A FA 
E y 
e Er É N 
E rc 
A ¿== j 
0 bi2 b 
Fig. 17.2 


Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a área T do triángulo ANB é (b/2)º = b'/8. 


; 3 
Área do triângulo = % = T 
8 


A área do triângulo ANB é uma primeira aproximação para a área do segmento 
parabólico ANB. Vamos melhorar esta aproximação. Vamos somar a esta área as áreas 
dos triângulos AN,N e NN5B (Fig. 17.3). 


Área AN,N = Área NN5B = (b/4)º = b*/64 


Segue-se que 
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Área AN,N + Área NN,B = b*/32 = T/4. 


Observe que a soma das áreas dos triângulos AN,N e NN,B é exatamente um 
quarto da área T' do triângulo ANB. 


PA > 1 N 
AL N, 2 
0 b/4 b2 3b14 b 
Fig. 17.3 


Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as áreas dos 
novos triângulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas áreas é b*/128, que é 
exatamente um quarto da área anteriormente acrescentada, que era de b*/32. 


la 43 
=T ++] 
42 4 42, 


é uma terceira aproximação, e melhor, para o nosso segmento parabólico. 


Continuando o raciocínio acima, é razoável esperar que a fórmula para o cálculo de 
tal área seja: 


É E 1 | 
Area do segmento parabólico = T (i + P + P ob 


2 
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Entáo, para chegar á fórmula para a área do segmento parabólico, é só calcular a 


ña Ecs ds ee a nt ae 
soma da progressão geometrica infinita de primeiro termo 1 e razão * que sabemos ser 


4 ; N SIN SE E 
m (De acordo?) Só que Arquimedes não trabalhava com limites infinitos. Para chegar 


à fórmula 


Área do segmento parabólico = —T, 


4 
3 


Arquimedes primeiramente utilizou o seu MÉTODO de descoberta: verificou “por 
meio de uma balança” que o peso do segmento de parábola era exatamente quatro 
terços do triângulo ANB (veja referência bibliográfica 1 no final do capítulo). Em 


seguida, admitiu que o valor da área era ud e, por uma dupla reducáo ao absurdo, 


provou a sua veracidade. E o que faremos a seguir. Temos 


Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por último multiplicando 
os dois membros por T, resulta 


e a E PRE , 4 z 
O objetivo é então provar que a área do segmento parabólico ANB é E T. A prova será 


feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a área do segmento parabólico não 


+ ; a Š 
pode ser menor que zT e na segunda, que a área do segmento parabólico não pode 


; + E z z: 7 a 
ser maior que — T. Indicando por S a área do segmento parabólico, será provado então 


4 
que S = ar 


Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte postulado: “A 
diferença pela qual a maior de duas áreas excede a menor pode, sendo somada a si 
mesma repetidas vezes, exceder qualquer área finita dada”, cujo enunciado moderno 
é: “Dados os números reais x e y, com x > 0, existe um natural m tal que mx > y”, que 
nada mais é do que a nossa conhecida propriedade de Arquimedes. 

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes 


propriedades: 
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I. “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do 
restante mais que sua metade, e assim por diante, acabará restando uma grandeza 
menor que a menor das grandezas dadas.” 

IL “A reta tangente à parábola y = x? no ponto de abscissa a + m é paralela à corda de 
extremidades (a, a?) e (a + 2m, (a + 2m)?).” (Verifique.) 


ES, 
“A 
| 
| 
j 
| 
| 
f 
| 
| 
| 
|] 
| 
4) 
NN 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


a 


a+m a + 2m 


Fig. 17.4 


Observe que a área do triângulo XYZ é maior que a metade do segmento parabólico 
XYZ. (Você concorda?) 


PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (S < $r } 


Suponhamos por absurdo que § < îr. Assim, îr — § > 0. Pela propriedade de 


Arquimedes, existe um natural n tal que 


3.4" [57-s)>7 


e, portanto, 
4 
—T -S r 
3 3 è 4” 
Daí, 
nt T 
3 3-4" 
Ou seja, 
T E 
As do E ME 
4 42º 4 4" 


que é contradição, pois para todo n 
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T 
T+ T pe + T ES E E < $. (Vocé concorda?) 


PROVA DA SEGUNDA ETAPA. (S > = T) 


4 a : E 
Suponhamos, agora, $ > pride Das propriedades I e II acima, existe um natural n tal 


que 
(mile) es- tr 
44 4”, 3 
e, portanto, 
e a ti 
4 42 4n 42 4n 3. gn 
Segue que 
E T T T T E T 
T+>+5+.+—>>T+>+5> +. +—+ 
4 4 4" 4 4 4" 3:48 


que é uma contradição. 


P ai X ] + 
Se a área do segmento parabólico não pode ser maior e tampouco menor que ad 


E + A ; a a 
resulta que tal área é exatamente ao Em consequência, a área da região limitada pela 


3 


arábola y = x°, 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b é E 
p y p p a 


17.2. PASCALE O CÁLCULO DE ÁREAS 


Pela fórmula de Arquimedes para a área de um segmento de parábola, segue, como 
vimos na seção anterior, que a área da região limitada pela curva y = x°, 0 < x < b, pelo 


3 
eixo x e pela reta x= bé 2”. Passados quase dois mil anos dessa descoberta de 
3 


Arquimedes, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) interessou-se pelo cálculo da área da 
região limitada pela curva y = xXx 0<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b, com k >3 e 
natural. Utilizando o seu método dos indivisíveis, Cavalieri provou, para k de 3 até 9, a 
k+1 
k +1 
Nesta secáo, utilizando as ideias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos mostrar como 
chegar rapidamente e de forma maravilhosa a esta fórmula, e na próxima seção 
veremos como Fermat brincou com esse problema. 
Para se chegar à fórmula, divide-se o intervalo [0, b] em n partes iguais e 


fórmula para área de tal região e afirmou que a fórmula era válida para todo k. 


: > A b /ib\¥ 
considera-se a soma S(n) das áreas dos retângulos de base — e altura | = 
n Wo s, 


.parai=1, 
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„n (Fig. 17.5). 


Fig. 17.5 


S(n) = 2 (2) + 2 (2) + 22) hu + 2 (2) ; 
n\n, n\n n\n nin 


E, portanto, 


sd k k 
Sm) = - —=T TD E AN 


Indicando por S, a soma 1º + 2% + 3% +... + nk, resulta 


k+1_ Sk 
ntti 


Am =b 


Para resolver o problema, basta determinar o limite de —— para n tendendo a +00. E 


Sk 
nei 
isto se faz utilizando a identidade de Pascal, que estabelece uma relação entre as 
somas S}, S», ..., Sọ e que será obtida a seguir (veja p. 266 da referência bibliográfica 2 
deste capítulo). 

Primeiro, vamos relembrar a fórmula para o desenvolvimento do binômio de 
Newton. Chamamos de binômio de Newton a expressão (A + B)*. Observamos que, no 
tempo de Pascal, tal expressão não era, ainda, conhecida como binômio de Newton; 
aliás, na época em que Pascal estava pensando nesse assunto, Newton deveria estar 
com mais ou menos 12 anos de idade. Temos 


(A + BJ = AS + 2AB + BS, 
(A+ BJ =A + 34?B + 3AB? + B? 


e, de modo geral, 
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(a+BR=Af + (i 'B+ [E IAE Pi pasto +B" 


- 


em que el é o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por 


(4) =--E— 
P) — pUk-— p) 


Observamos que ia nada mais é do que o número de combinações de k elementos 
tomados p a p. No final da seção, utilizando o princípio de indução finita, que foi 
praticamente estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referência bibliográfica 2 deste 
capítulo), provaremos a fórmula para o desenvolvimento do binômio de Newton. 

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1, substituir A 
sucessivamente por 1, 2, 3, ..., n e, em seguida, somar membro a membro as 


igualdades obtidas. 


+ 
To 
+ 

| 
a 
+ 

+ 
cc, 
>= 
= + 
A E= 
yr 

E 

ES 
q A, 
| + 
— 
T 


+ quado 
+ 


k 
k a 
a à pd ia ma a | (É 


1, k+1 
k pa 


(n + did L= a AA E aa SF em + Pa r 


Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 + 1)*** na 


primeira linha e 2**1, (2 + 1)**1 (ambos na segunda linha) e 3** ! na terceira linha, ..., 
k+1 


((n — 1) + 1)** t na penúltima linha e n 
resulta 


na última linha podem ser cancelados, 


que é a identidade obtida por Pascal. 
Da identidade acima segue que, para k = 1, 


2 


a+? =1+(; 


js +n 


|=2) 


e, portanto (lembrando que 


mtata _ (n+ ba _ n24+n 
2 2 NT 


Para k= 2, 
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3 


(n+1=1+ (1)s» + Js +n. 


N 


E assim por diante. 

Logo, S, é um polinômio de grau 2 na variável n. Observe que S, nada mais é do 
que a soma da progressão aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como S, é do grau 2, pela 
identidade acima, S, será do grau 3 na variável n. Fica a seu cargo verificar que Sy é 
um polinômio de grau 4 na variável n e, de modo geral, S, é um polinômio de grau k 
+ 1 na variável n. Esta observação sobre o grau de S, será fundamental no cálculo do 


Sk e z 2 , 

= para n tendendo a infinito, e é esta observação que, para mim, torna 
n 

lindo o método de Pascal. Espero que você concorde comigo! Vamos, então, ao 
cálculo do limite mencionado acima. 


limite de 


Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por n** +. Temos 


(Ar!  l+n E m » Si En] Sk-1 o: pah S3 
nE Fi ni Fi | ¡ER 2 IL e klj peti 
k+ S 
ii k pE+1 
De 
(n + D+ pa l i mA” 
nk+1 n n 
segue que 
; (n+ +! 
lim — = =l. 
a prl 
Como os graus de S, - 1, Sk -2, --.», S, € S4 São, respectivamente, k, k — 1,....3e2,e 0 
grau de n**! é k + 1, segue que o limite, para n tendendo para infinito, de 
Sk-1  Sk-2 S2 A 
A E DO TO kF 
e A k+1 
é zero. (Você concorda?) Como A AL, resulta 
à Sk l 
lim = 
n>0w nk+l k+1 
Conclusão: 
k+1 
: k+1 Sk b 
lim S(n)= lim b - = —, 
n>w noo nkt] ktl 


Observamos que S(n) é uma aproximação por excesso da área da região limitada 
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pela curva y =x 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro lado, 


b(0 b(b b (2b E b ((n— Db 
tm = 2(2) + 2(2) En 4.4 O 
nin, nin, nin, ny n , 


(veja Fig. 17.6) é uma aproximação por falta da área em questão. Procedendo-se de 
forma análoga, prova-se que 


lim s(n) = 


(Verifique.) 
Rae k+1 


2b (i—1)b (n—1)b b 
n 


aje 


Fig. 17.6 


Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a fórmula para o cálculo da área 
acima mencionada. 

A seguir, utilizando o princípio de indução finita, vamos provar a fórmula para o 
desenvolvimento do binômio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal princípio. 
No que se segue, P(k) indicará uma proposição (que pode ser falsa ou verdadeira) 
associada ao natural k. Por exemplo, 


DESTE 
k+1=k 
k(k + 1) 


2 


da 


EFU EIA 


são proposições associadas ao natural k. Qual o menor número possível de condições 
que devemos impor a P(k) para que P(k) seja verdadeira para todo natural k > a (a 
natural)? Evidentemente, a primeira condição a impor é que P(k) seja verdadeira para 
k = a. Suponhamos, além disso, que para todo k > a 


P(k) > P(k + 1). 


Sendo então P(a) verdadeira e como 
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P(a) = Pla + 1), 
resulta que P(a + 1) será também verdadeira. 
P(a + 1) = P(a + 2) 


logo, P(a + 2) também será verdadeira. Prosseguindo com este raciocínio, é razoável 
que se conclua que P(k) seja verdadeira para todo k > a. Quem nos garante que isto 
realmente acontece é o princípio de indução finita, cujo enunciado é o seguinte: 


Princípio de indução finita (PIF). Sejam a um número natural dado e P(k) uma 
proposição associada a cada natural k, k > a. Suponhamos que 


Gi) P(k) seja verdadeira para k = a; 


(ii) para todo natural k > a 


P(k) > P(k + 1). 


Nestas condições, P(k) será verdadeira para todo natural k > a. 


Para a prova da fórmula do desenvolvimento do binômio de Newton, vamos 
precisar, ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais 


k k O [k+41 

a ii (p4 ) E + i) 
e cuja verificação deixamos a seu cargo. Vamos então à prova de que para todo natural 
k, k> 2, P(k) é verdadeira em que P(k) é a proposição 


k` 


¡aer + BE 


(A + BŽ = At + ataa Ê 


| 2 


Jat- 25? ++ 
Para k = 2 a fórmula é verdadeira, pois, 


F l > | a) 2 ” 
(A +B}? =A? + 2AB + B? =A? + Í Jas + B°. 


l, 


Provemos então que P(k) = P(k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois membros de 

P(k) por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, por B e utilizando a 
; e 7 ; E k` 

propriedade dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 1 = o! = +) 


resulta: 
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(o at! + [1 )ats feia k ARTESA de ih (plaz + 
o ¿le P K 


+ (o)4tB +... + ( k Ml pes as! + per 
¿Y el 


¿EL (ae BA Wa ii + [E pet 


cuja soma é exatamente o desenvolvimento do binômio de Newton (A + B) * 1. 
Portanto, para todo k > 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a fórmula do 
desenvolvimento do binômio de Newton para todo natural k, k > 2. 


17.3. FERMAT E O CÁLCULO DE ÁREAS 


Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a fórmula pes para O 
k+1 
cálculo da área limitada pela curva y = x 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b, k 
natural. Fermat procedeu da seguinte forma: considerou um número E, como 0 < E < 
1, e dividiu o intervalo ]0, b] em infinitos subintervalos da forma 


..., [DE ÞE TM, ..., [ÞE?, bE?], [DE?, bE], [DE, b]. 


Observe que b, bE, bE?, bE?, ..., DE! t}, bE $, ... é uma progressão geométrica de razão 
E e que E: tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 < E < 1. 


Jo pg! bE? bE b 


Fig. 17.7 
A área do retângulo R ; dado por bE t < x < bE ~t, 0 < y < (ÞE Ż7 H *é 


área R,= bE (1 - E)b*E*® Ð = pa - EXE DL i= 1, 2,3, ... 
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Segue que as áreas dos retângulos R; formam uma progressão geométrica de primeiro 


termo b** (1 — E) e razão E** 1. Antes de prosseguir, vamos relembrar as fórmulas 
para as somas dos termos da progressão geométrica finita e infinita de razão q e 
primeiro termo 1: 


; —pk+1 
EA O AS A ie 
E=49 

(verifique por indução finita) e para0<q<1 


l 
l=q 


+++ +... ++... = 


Fazendo q = E k+1 a soma das áreas dos retângulos Ri é 


Ps BA gr Ed ds) a 
De 
a 44.4 A 
l1- E 
resulta 
pk+1 


soma das áreas dos retângulos p = — ——  —. 
FEE FE ko e 


Observamos que a soma das áreas dos retângulos é uma aproximação por excesso da 
área da região em questão e que quanto mais próximo de 1 estiver E melhor será a 
aproximação. Para E tendendo a 1 (em verdade, Fermat simplesmente substituiu E por 
þ* +1 
k +1 
considerarmos aproximação por excesso considerássemos aproximação por falta. 

Você gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat continua válido 
mesmo quando k é um número racional! Mas se você gostou muito mesmo, utilizando 
a progressão geométrica 1, E, E”, E’, ..., com E > 1, e supondo k natural, k > 2, mostre 


1 na soma acima), a soma acima tenderá a ' Nada mudaria se em vez de 


que a área da região limitada pelo gráfico de y = E x = 1, pelo eixo x e pela reta x = 
-2 


1 
E 1 
Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) já estava calculando a área 


ax menjín da 


1 é dada pela fórmula 


sob a curva y = ax”, para x de O a x, utilizando a primitiva z= 
m+n 
função. O Teorema Fundamental do Cálculo estava nascendo, e o Cálculo 


Diferencial e Integral, nas mãos de Newton, se consolidando. (Veja referência 
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bibliográfica 2, abaixo, p. 290.) 
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Apéndice 
1 


PROPRIEDADE DO SUPREMO 


A1.1. MÁXIMO, MÍNIMO, SUPREMO E ÍNFIMO DE UM CONJUNTO 


O objetivo desta seção é introduzir os conceitos de que necessitaremos para 
enunciar a propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade que diferencia 
R de Q; é, ainda, esta propriedade que torna o sistema dos números reais uma cópia 
perfeita da reta. O enunciado de tal propriedade será objeto da próxima seção. 

Seja A um conjunto de números reais. O maior elemento de A, quando existe, 
denomina-se máximo de A e indica-se por máx A. O menor elemento de A, quando 
existe, denomina-se mínimo de A e indica-se por mín A. 

Dizemos que um número m é uma cota superior de A se m for máximo de A ou se 
m for estritamente maior que todo número de A. Diremos que m é uma cota inferior de 
A se m for mínimo de A ou se m for estritamente menor que todo número de A. 


EXEMPLO 1. Seja A = (1, 2, 3). Temos: 
1) 1 éo mínimo de A, 1 = mín A; 3 é o máximo de A, 3 = máx A. 


0 
2) 3, LA 100 são cotas superiores de A. 
3 


a Lo. ds 
) 1, 0, —> são cotas inferiores de A. E 


EXEMPLO 2. Seja A = (x € R |1<x<2). Temos: 


1) 1=mínA. 


Ez , M e de 
também pertence a Ae f < ~ 


Assim, para todo t em A, existe um outro número em A que é estritamente maior 
que t; logo, A não admite máximo. 
2) Todo número m < 1 é uma cota inferior de A. 


>) Para todo t € A, (verifique). 


+2 


——— S e 


] 2 
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1) Todo número m > 2 é uma cota superior de A. E 


Um conjunto A pode não admitir máximo; entretanto, poderá admitir uma menor 
cota superior. Por exemplo, o conjunto 


A=1(xER|1<x<2) 
náo admite máximo, mas admite uma menor cota superior que é 2. 


A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se supremo de 
A e indica-se por sup A. 

É claro que se A admitir máximo m, entáo, m será, também, o supremo de A. 
Entretanto, A poderá náo admitir máximo, mas admitir supremo; por exemplo, o 
conjunto A acima náo admite máximo, mas admite supremo 2 : 2 = sup A. 

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se ínfimo de A e 
indica-se por inf A. 

Se A admitir uma cota superior, entáo diremos que A é limitado superiormente. 

Se A admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente. 


Exercícios A1.1 


1. Determine, caso existam, o máximo, mínimo, supremo e ínfimo. 


a) A=1xER|-3<x<4) 

b A=1xER|-3<x<4) 

c) A=AxER|x<5) 

d) A=1xER|x>2) 

Y ll 
| 23 

Pp A=1fx€ER]||3x-1|>1) 

g) A = {-3, -1,0, 2, 1) 

h) [ n | 


A=x nen! 
| n+1 | 


2. Assinale os conjuntos do Exercício 1 que são limitados superiormente. 


` 


3. | x? 
A= | TE IxER | é limitado superiormente? Por quê? 
E cm 


A1.2. PROPRIEDADE DO SUPREMO 


Admitiremos a seguinte importante propriedade dos números reais. 


Propriedade do supremo. Todo conjunto de números reais, não vazio e limitado 
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superiormente, admite supremo. 


Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um corpo 
ordenado completo. Os teoremas centrais do cálculo dependem desta propriedade de 
R. 

Uma consequência importante da propriedade do supremo é a propriedade de 
Arquimedes. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y são dois reais quaisquer, então existe 
pelo menos um número natural n tal que 


nx > y. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx < y; consideremos então o 
conjunto 


A=(nx|nEN). 


A é não vazio (1 : x = x € A) e limitado superiormente por y, logo admite supremo. 
Seja s o supremo de A. Como x > 0, s — x < s; assim s — x não é cota superior de A (por 
quê?); logo existe um natural m tal que 


=X mk 
e daí 
s<(m+1)x 


que é uma contradição, pois s é o supremo de A e (m + 1) x € A. Deste modo, supor nx 
< y para todo natural n leva-nos a uma contradição, logo, nx > y para algum natural 
no Hm 


O próximo exemplo exibe-nos duas consequências importantes da propriedade de 
Arquimedes. 


EXEMPLO 


l 
1) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural n tal que — < x. 
n 


2) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 


Solução 
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f ; | 
1) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e, portanto, — < x, 
n 
(Observe: nx > 1 = n% 0). 


2) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal quen>x. m 


A propriedade que apresentaremos na próxima secáo é uma outra consequéncia 
importante da propriedade do supremo e será utilizada várias vezes no texto. 


Exercício A1.2 


Prove que se A for náo vazio e limitado inferiormente, entáo A admite ínfimo. 


A1.3. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES 


Seja [ ao, bo) [ a, b, 1, [ a>, bo ], ..., [ a, bn ], ... uma sequência de intervalos 
satisfazendo as condições: 


(Dla,bolDla,b ]D[a,b,]D...Dla,b,]D... (ou seja, cada intervalo 
da sequência contém o seguinte); 


(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que 
b,- a, <r 


(ou seja, à medida que n cresce, o comprimento do intervalo [ a,, b, ] vai 
tendendo a zero). 


Nestas condições, existe um único real æ que pertence a todos os intervalos da 
sequência, isto é, existe um único real a tal que, para todo natural n, a, < æ <b,. 


a, En; by, b, bo 


Demonstração 


A = (4, a, a, ..., Ap -..) é não vazio e limitado superiormente, pois todo b, é cota 
superior de A. Assim, A admite supremo; seja o tal supremo. Como a é a menor cota 
superior de A, para todo natural n temos 


a, < a < b, 


Se $ for outro real tal que, para todo n, 


teremos, para todo n, 
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la-B|<b,- an 
Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0, 
la-B|<r. 
Logo, a = fp (por quê?). E 
A1.4. LIMITE DE FUNCÁO CRESCENTE (OU DECRESCENTE) 


Sejam fuma função e A um subconjunto do domínio de f. Dizemos que f é limitada 
superiormente em A se existir um número real M tal que, para todo x € A, f(x) < M. 

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em A se existir um número 
real m tal que, para todo x € A, f(x) > m. 


Teorema Seja f uma função definida e crescente em ] a, b [. 


a) Se ffor limitada superiormente em ] a, bl, então 


lim f(x)= L, L finito, 


x=>b” 


comL=supif(x)|x€]a,bl y. 


b) Se fnão for limitada superiormente em ] a, b [, então 


lim f(x)=+ œ. 


x=>b” 


Demonstração 


a) O conjunto { f(x) |x € ] a, b [ ) é não vazio e limitado superiormente, logo, 
admite um supremo L. Dado, então € > 0, existe um x, € Ja, b [, tal que, L - e<f(x,) 
< L. Daí, para todo x em ] x,, b [, tem-se 


L-e<f(x)<ft0)<L<L+e 


ou seja, 
L-e<f()<L+e. 
Logo, 
lim f(x)= L 
x> b 


b) Como f não é limitada superiormente, para todo M > O dado, existe x, € ] a, b [, 
tal que f (x,) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para todo x € ] x,, b [, 
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f(x) > M 


ou seja, 


lim f(x) = + œ. m 
x>b” 


Fica para o leitor enunciar e provar teorema análogo para o caso de f ser 
decrescente em ] a, b [. 

Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu livro 
Essays on the theory of numbers, a razão que o levou à definição de número real (veja 
Apêndice 6) foi exatamente o teorema anterior. 

“Minha atenção voltou-se primeiramente para as considerações que constituem o 
assunto deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola Politécnica em 
Zurique, vime pela primeira vez obrigado a dar aulas sobre os elementos do cálculo 
diferencial e senti mais agudamente do que nunca a falta de um fundamento realmente 
científico para a aritmética. Ao discutir a noção de limite e especialmente ao provar o 
teorema segundo o qual toda magnitude que cresce continuamente, mas não além de 
todos os limites, deve certamente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a 
evidências geométricas. Mesmo agora, esse recurso à intuição geométrica numa 
primeira apresentação do cálculo diferencial, eu o vejo como extremamente útil, do 
ponto de vista didático, e até mesmo indispensável se não se quer perder muito tempo. 
Mas ninguém pode negar que essa forma de introdução ao cálculo diferencial não 
pode se pretender científica. Para mim, esse sentimento de insatisfação foi tão 
esmagador que mantive a firme intenção de continuar refletindo sobre a questão até 
encontrar um fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para os 
princípios da análise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.) 
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Apéndice 
2 


DEMONSTRAÇÕES DOS TEOREMAS DO CAP. 5 


A2.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO ANULAMENTO 


Teorema (do anulamento). Se f for contínua em[ a, b ] e se f (a) e f (b) tiverem 


sinais contrários, então existirá pelo menos um c em [ a, b ] tal que f(c) = 0. 


Demonstração 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) <0 e f (b) > 0. Façamos a = a, e b = by; 
seja cy O ponto médio do segmento [ a,, by |]. Temos 


f (co) <0 ou f (co) = 0. 


ap cp bo / 


Suponhamos f (c) < O e façamos c, = a, e by = b,. Temos f(a)) <0ef(b,) > 0. 
Seja c, o ponto médio do segmento [ a}, b, ]. Temos 
(Co bo | 


f(c) <0 ou f(c¡) =0. 
a] C] bi j 


Suponhamos f (c,) > O e façamos a, = a, e c, = b,. Assim, f (a,) < 0 e f (b>) > 0. 
Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de intervalos 


[ap bo ] D La, b,1>3[a,b,1>:::D[a,b,13:: 


que satisfaz as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para 
todo n, 


© flan) < 0 ef (bp) = 0. 
Seja c o único real tal que, para todo n, 
a <C< Di 


As sequências de termos gerais a, e b, convergem para c (verifique). Segue, então, 
da continuidade de f, que 
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(2) lim f(a,)=f(c)e lim f(b,)= f(c). 


n= +0 n>+0 
Segue de O e de © que 
f(c)<0ef(c)>0 
e, portanto, f(c)=0. m 


A2.2. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO VALOR INTERMEDIÁRIO 


Teorema (do valor intermediário). Se for contínua no intervalo fechado [a, b | 


e se y for um real compreendido entre f(a) e f (b), então existirá pelo menos um c 
em [ a, b ] tal que f (c) = y. 


Demonstração 
Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < y < f (b). Consideremos a função 
g)=f6)-y xemla, b 1. 
Como f é contínua em [ a, b], g também o é; temos, ainda 
g (a) = f (a) - y < 0 e g (b) = f (b) - y > 0. 


Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b ] tal que g (c) = 0, ou seja, f (c) = 
y. m 


A2.3. TEOREMA DA LIMITAÇÃO 


Para a demonstração do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema da 
limitação, cujos enunciado e demonstração serão objeto desta seção. 
Dizemos que f é limitada em A € D, se existir M > O tal que, para todo x em A 


If œ) |< M. 


Da definição acima, segue que, se f não for limitada em B C D, para todo natural 
n, existe x, € B, com | f(x,) | > n. 


Teorema (da limitação). Se f for contínua no intervalo fechado [a, b], então f 


será limitada em [a, b]. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que f não seja limitada em [ a, b]. Façamos a = q; e b = 
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b,; existe, então, x, em [a,, b, ] tal que | f(x,) | > 1. Seja c, o ponto médio de [a,, b,]; f 
não será limitada em um dos intervalos [ a,, c, ] ou [ c}, b, ]; suponhamos que não seja 
limitada em [c,, b, ] e façamos a, = c, e b, = b,. Não sendo f limitada em [a,, b» 1, 
existirá x, € [a,, b, ] tal que | f (x2) | > 2. Prosseguindo com este raciocínio, 
construiremos uma sequência de intervalos 


[a,bi]JDla,b]Dla,bs]D---Dla,b, ]D--- 


satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para 
todo natural n > 0, existe x, € [ a,, b, ] com 


O FO) !> a. 


lim 


(xIl= 00 . pos 
cs If O) |= +00, Seja, agora, c o único real tal que, para 
À a 


Segue de (1) que 


todo n > 0, 


cela, b, 1. 


Como a sequéncia x, converge para c (verifique) e f é contínua em c, resulta que 
lim 1f0p)1= 10)! que está em contradição com UM If) l= +. Fica 
n — +0 n — +0 
provado que a suposição de f não ser limitada em [ a, b ] nos leva a uma contradição. 
Portanto, f é limitada em [ a, b]. m 


A2.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS 


Teorema (de Weierstrass). Se f for contínua em [a, b ], então existirão x, e x 


em [ a, b ] tais que f (x1) < f (x) < f (x2) para todo x em [ a, b ]. 


Demonstração 
Sendo f contínua em [a, b ], f será limitada em [ a, b], daí o conjunto 
A=tf(|xela,b] 
admitirá supremo e ínfimo. Sejam 


M= sup { f (x)| x E [a, b ]} 


m= inf { f(x) |x E [a, b]}. 


Assim, para todo x em [ a, b], m < f (x) < M. 
Provaremos, a seguir, que M = f (x) para algum x, em [ a, b ]. Se tivéssemos f (x) < 
M para todo x em [ a, b ], a função 
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| 


—————, xE la, b] (veja observação abaixo) 
ME — Fix) 


8 (X) = 


seria contínua em [ a, b |, mas não limitada em [ a, b |, que é uma contradição (se g 
fosse limitada em [ a, b], então existiria um £ > O tal que para todo x em [a, b ] 


pt do 


e, portanto, para todo x em [ a, b ], 


B 


e assim M não seria supremo de A). 

Segue que f (x) < M para todo x em [ a, b ] não pode ocorrer, logo devemos ter M = 
f (X2) para algum x, em [a, b]. Com raciocínio análogo, prova-se que f (x,) = m para 
algum x,,em[ a,b]. m 


Observacáo. A ideia que nos levou a construir tal funcáo g foi a seguinte: sendo M o 
supremo dos f (x), por menor que seja r > 0, existirá x tal que M -r < f (x) < M; assim, 
a diferença M — f (x) poderá se tornar tão pequena quanto se queira e, portanto, g (x) 
poderá se tornar tão grande quanto se queira. 
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Apéndice 
3 


DEMONSTRAÇÕES DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 E DA 
PROPRIEDADE (7) DA SECÁO 2.2 


A3.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 


Lema 1. Seja a > 1 um real dado. Então para todo € > 0, existe um natural n tal 
que 


Demonstração 
Pelo binômio de Newton (veja Seção 17.2), para todo natural n > 1 


(1+0"”>1+ne. 


Pp f a —1>* 
Tomando-se n tal quel + ne > a | basta que n > resulta 
1+60">a 
ou 
£ 
l+e>an 
e, portanto, 
l 
an —1<e. a 


Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Então, para todo € > 0, existem 
racionais r e s, com r <x < s, tais que 


a -a< e€. 
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Demonstração 


Inicialmente, tomemos um t > x, t racional; assim, para todo racional r < x, a” < aí, 
pois, estamos supondo a > 1. Temos 


a -a =a (a "—-1). 


Pelo lema 1, existe um natural n tal que 


I 
an—l1<a™~“e 


ou 


í 1 A 


a'lan-l|<e. 


Rap i l 
Escolhamos, agora, racionais r e s, r < x < s, tais que y — y < —, Para estes 
n 
racionais 


Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Então, para todo x real dado, existe um único 


real y tal que 


a <y<a 


quaisquer que sejam os racionais r es, com r <x <s. 


Demonstração 


Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto {a" | r racional, r < x} é não 
vazio e limitado superiormente por todo af, s racional e s > x; tal conjunto admite, 
então, supremo que indicaremos por y. Segue que 


a <y<a 


para todo racional r < x e todo racional s > x. 
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos 


a <y<a 


quaisquer que sejam os racionais r e s, com r <x <s. 
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Vamos, agora, provar que tal y é único. Se for tal que a' < < a, uaisquer que 
1 1 
sejam Os racionais r e S, com r < x < s, teremos 


ly=yl<a-a 
para todo racional r < x e todo racional s > x. Segue, entáo, do lema 2 que 
ly= y |<e 


para todo €> 0, logo y=y,. E 

Com relação ao lema anterior, observe que, se x for racional, então y = a*. O único y 
(a que se refere o lema anterior) será indicado por f (x). Fica construída, assim, uma 
função f, definida em R, e tal que f (r) = a” para todo racional r. Antes de provar a 
continuidade de f, provaremos que f é estritamente crescente. De fato, se x, < x, (x, € 
X, reais quaisquer), teremos 


ai < f(x)<a% e a? < f(x2)< a? 
quaisquer que sejam os racionais r}, S4, r, € S, tais quer, < X4 < S4 e r, < X» < S. Sendo 
s um racional, x, < S < x,, teremos 


f x1) <a” < f (x2) 


o que prova que f é estritamente crescente. 
Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo lema 2, 
dado € > 0, existem racionais r e s, com r < p < s, tais que 


a -a < e. 
Para todo x € Ir, s[, teremos 


Fœ -fP |<a -a < e 


o que prova a continuidade de f em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, segue 


f AA 
que f é contínua em R. Se 0 < a < 1, a função f(x) = | — | é contínua em R e 
\ a J 


coincide com a” nos racionais. Completamos, assim, a demonstração do teorema da 
Seção 6.1. 

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Seção 6.1. Sejam r, e s, duas sequências 
de números racionais que convergem, respectivamente, para x e y; segue que r, + S, 
converge para x + y. Da continuidade da função f (x) = a*, segue 


lim an=a* e lim an = aY 
n — + n=- +o 


daí 
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ata” = lim aman = lim anta =aqx+J, 
n— +% n— +0 


(Observe que qn q% = q'n + Sn pois r, es, são racionais.) 
As demonstrações das demais propriedades ficam a seu cargo. 


A3.2. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE (7) DA SEÇÃO 2.2 


Teorema. Existe a > O tal que cos a = 0. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que não exista um tal número a. Como cos 0 = 1 e cos x 
é uma função contínua, segue do teorema do valor intermediário que cos x > O para 
todo x > 0; como sen" = cos, teríamos que a função sen x seria estritamente crescente 
em [0, +œ[ e como sen O = 0, teríamos sen x > O em ]0, +0oo[. De cos' = —sen, seguiria, 
então, que cos x seria estritamente decrescente em [0, +oo[. Como cos x > 0 esenx<1 
em [0, +oo[, existiriam, então, reais æ e 8, com q € JO, 1] e p € TO, 1[, tais que 


lim senx=a e lim cosx= B. 
x — + x =>+0 


Teríamos, também, 


II 
pa 
© 
= 
© 
© 
v 
9) 
ae 

II 

D 


lim sen 2x 
x>+0 x= +% 


Como sen 2x = 2 sen x cos x e cos 2x = 2 cos?x — 1, passando ao limite, para x > 
+00, resulta 


a=2apfep=2fp?*-1 


que admite como única solução o par (a, p) em que a = 0 e p = 1, que contradiz a 
condição a € J0, 1] e P E [0, 1[. Tal contradição é consequência de termos admitido a 
não existência de um a > 0, com cos a = 0. Fica provado assim que existe a > 0 com 
cosa=0. E 


Propriedade (7). Existe um menor número a > 0 tal que cos a = 0. 


Demonstração 


O conjunto A = {x > 0 | cos x = 0} é não vazio e limitado inferiormente; logo, 
admite ínfimo a. Provemos que a € A. Se cos a % 0, pela conservação do sinal, existe r 
> 0 tal que cos x % 0 para a < x < a + r, que contradiz o fato de a ser o ínfimo de A. 
Segue que a é o mínimo de A, ou seja, a é o menor real > O tal quecosa=0. m 
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Apéndice 
4 


FUNÇÕES INTEGRÁVEIS SEGUNDO RIEMANN 


A4.1. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA INTEGRABILIDADE 


Vamos provar que uma condição necessária, mas não suficiente, para f ser 
integrável, segundo Riemann, em [a, b] é que f seja limitada em [a, b]. Lembramos 
que dizer que f é limitada em [a, b] significa que existe M > O tal que, para todo x em 
la, b], |fO)|<M. 


Teorema. Se f for integrável, segundo Riemann, em [a, b], então f será limitada 


em [a, b]. 


Demonstração 


Como f é integrável em [a, b], tomando-se € = 1 existe uma partição P de [a, b] tal 
que 


n 
2 f (ci) Ax; — L 


i=] 


b 
<1 (L= Í f(x)dx} 
a 


qualquer que seja a escolha de c; em [x; 4, Xil, i = 1, 2, ..., n. Sejam x, - ¡ e x; dois 
pontos consecutivos da partição P; vamos provar que f é limitada em [x; - ı xj]. 
Seguirá daí que f será limitada em [a, b] (por quê?). Temos 


n 
2 f (ci) Ax; =E 


1=1 


< l 


ou 


n 
FE; ) Ax; + >, f(c; ) Ax; -L 
J j r= 


ES 


Segue que (lembre: |X + Y|>|X|-|Y|) 
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n 
If) Ay 1,2 f (ci) Axi LI<A1 
j) Axl- 12 
i$j 
ou 
n 
© If) AI < 1 +15 f (ci) Axi = LI. 
i$j 


Fixemos c; i % j, em [x; - ,, x;]; como (D se verifica para todo c; em [x; - 1, Xj], 
resulta que f é limitada em Lx; E xjl, j=1,2,...,n;logo f é limitada em [a, b]. m 


EXEMPLO 1 (de função limitada e não integrável). A função 


_fl sexeQ 
|O sexg Q 


f(x) 
não é integrável em [0, 1]. 


Solução 


Para toda partição P de [0, 1] 


E | sec; for racional (i=1,2 n) 
Y f(c;) Ax; = [1 se ci for racio =1 2... 
EE O sec; for irracional (i = 1, 2,..., n) 
n 
logo lim Y f(c;) Ax; não existe (por quê?) e, portanto, f não é integrável em 
máx Ax, > 0 ¡=1 
[0,1]. m 


EXEMPLO 2. A função 


| | sex=0 
(Y =) 1 
TOS] ES 
Lx 
não é integrável, segundo Riemann, em [0, 1], pois, f não é limitada neste 
intervalo. E 


A4.2. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam fuma função contínua em [a, b]eP:a=x <X,<X,< ...<X ¡1 IX; <... < 
x, = b uma partição de [a, b]. Como f é contínua, f assume em [x; -4 Xi] (i = 1, 2, ..., n) 
valor máximo M, e valor mínimo m;. As somas 
n 


S(f,P)= Y M; Ax; 


1=1 


620 


n 
S(f,P)= Y mi Ax; 


1=1 


denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de f, relativa à 
partição P. 
Como m; < M, segue que, para toda partição P de [a, b], 


O S(f,P)SS (f, P). 


Sejam P e P' duas partições de [a, b]; dizemos que P' é um refinamento de P se P' 
2 P. O próximo teorema conta-nos que quando se refina uma partição, a soma 
superior decresce e a inferior cresce. 


Teorema. Seja f contínua em [a, b] e sejam P e P' duas partições quaisquer de 
[a, b], com P CP”. Então, 


a) S (f, P) = S (f, P’). DY S(f, P)>S (f, P). 
Demonstração 
a) Suponhamos que P' tenha um ponto a mais que P, isto é, P' = P U xj, com 


xy E [x; — I x;]. Assim, 


P:a=X9<X <... SM A < Xb 


l. SAO ao Cro AU vêm 
P:a=x<x<..<x-1<M<x<...< Xp = b. 


Sejam m e m os valores mínimos de f em [xj — p Xx] e [X xjl, 


j jh 
respectivamente. Observe que 


(2) m;< mj em;jS mj, 
em que m; é o valor mínimo de fem [x; 1, x;]. 
Temos 


n 


S(f,P)= 2 m;¡Ax; +m, Ax; 
ES pa 


i$j 
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n 


S(f, P)= p> m; Ax; + mj (74-1) + mj (6 M1). 


É) 
Segue de © 
mo í a Ge pg mj, (xj — m) >m (x) +m(- 31) 
ou seja, 
m j E eE + mj, (> x1) > m; Ax; 
Portanto, 
S (f, P) = 8S (f, P'). (Interprete geometricamente.) 


Deixamos para o aluno demonstrar, por indução finita, que se P' tem n pontos a 
mais que P, então 


SUPE 


b) Fica a cargo do aluno. E 


Corolário. Quaisquer que sejam as partições P, e P, de [ a, b ], 


S (f, P1) = S (f, Pa). (Isto é, toda soma inferior é menor ou igual a toda soma 
superior.) 


Demonstração 
SejaP=P,U P;; assim P é um refinamento de P}, bem como de P,. Por ®© 
S(f,P)SS(f, P) 
e, pelo teorema, 
S(f, PI) ES(f,P) e S(f,P)<S(f, Po). 
Assim, 
S (f, Pi) S S(f, P) =S (f, P)SS(f, Po). 
ou seja, 
S (f, P) = S (f, Pa). a 


Seja f contínua em [a, b]. Pelo corolário acima, toda soma inferior $ ( f, P) é cota 
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inferior do conjunto 
A= E (f, P)| P partição de [a, b] » 


Segue que tal conjunto admite ínfimo. Seja L o ínfimo de A. Como toda soma 
inferior é cota inferior de A resulta, para toda partição P de [a, b], 


O S(f,P)= L=<S(f, P). 


Por outro lado, para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c; em 

[Xi - 1, Xi], 
n Z 
(4) SE PIS? F (€) Ar SS, P). 
¡=1 
De © e (4) resulta 
n m 
6) IX f(c) ån Ll S(f, P)= S (f, P) 
i=] 


para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c; em [x; - ,, Xil. 
Provaremos, na próxima seção que, se f for contínua em [a, b], dado € > 0, existirá 
ó > 0 tal que 


S (f, P)— S (f, P)< e€ 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax; < ô. 
Seguirá, então, de ©) que toda função contínua em [a, b] é integrável em [a, b]. 


A4.3. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Antes de passarmos à demonstração do próximo lema, observamos que, se f for 
contínua em p, dado € > 0, existirá ó > O tal que, para todo s e t no domínio de f, 


s,tE]Jp-=0,p+ól=|f(s)-f(0 |<e. 


De fato, sendo f contínua em p, dado € > 0 existirá ó > O tal que, para todo x € D,, 


© rXElp-85,p+ól=2If0=fO1< = 


- 


De (D e de 
FS-fO01=1F5-fM+fD-f01<1AS-fO + 1fW-f0] 
segue que quaisquer que sejam s, t € D, 


s,tE]Jp-=0,p+ól=|f(s)-f(0 |<e. 
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Lema. Seja f contínua em [a, b]. Então, dado e > 0, existe uma partição 
Pia=x<x<x<..<x=bdela, b] tal que 


M,- m,<e(i= 1, 2 ..., n) 


em que M; e m; são, respectivamente, os valores máximos e mínimos de fem [x; - 
1> xil. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que, para um dado € > 0, não exista partição P de [a, b] 
para a qual se tenha M; - m; < € para i = 1, 2, ..., n. Façamos, então, a = a}, b = b} e 
seja c, o ponto médio de [a,, b,]; segue que [a,, c,] ou [c,, b,] não admitirá partição 
que satisfaça a condição M; — m; < € em todo subintervalo da partição. Seja [a,, b,] 
aquele dos dois intervalos acima que não admite partição satisfazendo a condição 
citada. Seja c, o ponto médio de [a,, b,]; [a,, c>] ou [c,, b>] não admitirá partição 
satisfazendo a condição citada; seja [az, bs] aquele dos dois intervalos acima que não 
admite tal partição. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência 
de intervalos 


[a,, b] D [a da D ... Dada Dos 


satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo natural k > 1, 
[ap b,] não admitirá partição satisfazendo a condição M; — m; < € em todo subintervalo 
de tal partição. Seja p o único real de [a, b] tal que para todo k > 1, p € [a,, b,]. Como 


f é contínua em p, para o € > 0 acima existe ó > O tal que quaisquer que sejam s, t em 
[a, b] 


s,t E lp-=9,p+ól=|f(s)-f(0]|<e. 
Por outro lado, existe k tal que 
[az, b] C ]p — ô, p + ól 
e, assim, para toda partição de [a,, b,], teríamos 
M,-m;<e 


em todo subintervalo de tal partição, que é uma contradição. Fica provado, deste 
modo, que, para todo € > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


em todo subintervalo [x, - ,, x;] determinado por tal partição. E 


[o 
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Teorema. Se f for contínua em [a, b], dado e > 0, existirá ó > 0, tal que 
quaisquer que sejam s, t € [a, b] 


Is-t|<ó=I|f()-f(DI<e 


Demonstração 
Pelo lema, dado e > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


€ 

M; — m; < — 

2 
em todo subintervalo [x; - 4, x;] determinado pela partição. Seja ó o menor dos números 

Axy, Ax», ..., AX,, em que Ax;=X;— X; -7- 

Sejam s e t dois reais quaisquer em [a, b], com |s — t| < ó. Dois casos podem 
ocorrer: s e t pertencem a um mesmo intervalo [x, - ,, x] ou s ou t pertencem, 
respectivamente, a intervalos consecutivos [X;-1, xj] e [X;, Xj+1 ]. No 1.º caso teremos 


l i .e_ 
INS) -fH 5 “ € No 2. caso, teremos 


- 


IAS) -FOISON 1<=Z + 


to |m 
|m 
II 
m 


Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e tem [a, b] 


Is-t|<ó=|f(s)-fOl<e m 


Teorema. (Integrabilidade das funções contínuas). Se f for contínua em la, b], 


então f será integrável em [a, b]. 


Demonstração 


Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe ó > 0, tal que quaisquer que 
sejam s, tem [a, b] 


Is-t<o=>If(M-If(MDI< 
)— da 


Assim, para toda partição P de [a, b], com máx Ax; < ô, teremos 
n n 


S(f,P)-S(f,P)= Y (M¡—mj)Ax¡ < Y Ax; =€ 


t=1 ip bd 


e, portanto, 
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n o 
| 2. f(c1) Ax;— Lie S(f, P)-S(f,P)<e 


i=] 
(Veja © de A4.2.) 
ou seja, f é integrável em [a, b], com integral fr (x) dx = L, em que L é o ínfimo 
das somas superiores de fem [a, b]. m j 


A4.4. INTEGRABILIDADE DE FUNÇÃO LIMITADA COM NÚMERO FINITO DE 
DESCONTINUIDADES 


Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em la, bl, f 
(x) < M, então existirá um real L tal que 


lim F(x)=L. 


x=>ob” 


Demonstração 


O conjunto {f (x) | x € la, b [) é não vazio e limitado superiormente por M, logo 
admite supremo L. Dado € > 0, existe xy em [a, b[ tal que 


e, portanto, pelo fato de F ser crescente 
xXx <x<b=L-e<f(x)<L 


logo, 
lim F(x)=L. (5 


x> b 


Teorema. Se f for limitada em [a, b] e contínua em [a, b[, entáo f será 


integrável em [a, b]. 


Demonstração 


Vamos supor, inicialmente, f (x) > O em [a, b]. Como f é contínua em [a, b[, para 


t 
todo t em [a, pr, | f (x) dx existe. Seja 
a 


t 
F (t) = Í f(xdx,a=t<b. 
a 
Como f (x) > 0 em [a, b] e limitada neste intervalo, resulta que F é crescente e 
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limitada em [a, b[; pelo lema, existe L tal que 


t 
© lim Í f(x dx=L. 
a 


é — br 


b 
Vamos provar que f é integrável em [a, b] e que | f (x) dx = L. Como f é 
a 


limitada, existe M > O tal que para todo x em [a, b], O < f (x) < M. Tendo em vista ®, 
dado € > 0, existe b,, a < b, < b, tal que 


b 
Í i PUES = L|< £ 
a 4 


€ 
Podemos escolher b, de modo que M (b — b4) < q Por outro lado, existe é > 0 


y 
(que pode ser tomado de modo 2Mô < E | tal que, para toda partição P} de [a, b,], 
/ 


com máx Ax; < ô, 


LE, 
4 


b 
2 f (ci) Ax; — Í ' f(x) dx 
P í 


1 
l 


Temos, também, para toda partição P, de [b,, b], 


; € . 
IX f (ci) Axil <— (por quê?). 
P, 4 


Seja, agora, uma partição P qualquer de [a, b], com máx Ax; < ó, e suponhamos que 
b, € [x - 1, X;] 
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n = E 

| E fcAg-LI=| E fic) Ar +f(c)A+ E f(c)Ax,-Ll= 
¡=] i=1 7 i=j+l 

A , ; eb P 

=| E fl Ar HF ej 1x9 | od 


i=l 


b, 
f(x) le deal PE 
1 
n 
+ 2 fc) Ax;+f(c;)(;— by) +f(c) Ax; — Fc; ) (b1 — x5- 9) — 
¡=j+1 pon ado | 


JA f 
— Sli); bi) |<! 2 Fic) Ax tf Cj) (by — X; —- 1) — Í T (x) dxl + 
sm ds a 
eh n | 
i ) fuods-Ll+l Y far +0 YO by)l+ GA 
a i=j+1 
, l na 
A o PA - dt 
Fc) (di X= Y (ci) by) | HA 


Im 


Portanto, f é integrável em [a, b] e 
b 

fíxdx=L. 
a 


Deste modo, o teorema fica provado no caso f (x) > O em [a, b]. Se f não verifica 
esta condição, pelo fato de f ser limitada em [a, b], existirá æ > O tal que f (x) + a 2 0 
em [a, b]. Pelo que vimos acima, f (x) + æ será então integrável em [a, b]. Para todo x 
em [a, b] 


fx) = [f x) + a] -a 
logo, f é integrável em [a, b], por ser soma de duas integráveis em [a, b]. m 


Observação. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em [a, b] e contínua em 
la, b], então f será integrável em [a, b]. 


Deixamos a seu cargo a demonstração da propriedade: se f for integrável em [a, c] 
e em [c, b], então f será integrável em [a, b] e 
b E b 
| f(x) dx = Í FONA FI MA 
a a Cc 


Como consequéncia do teorema anterior e da propriedade acima, vem o seguinte 
corolário, cuja demonstração é deixada para o leitor. 


Corolário. Se f for limitada em [a, b] e descontínua em apenas um número finito 


de pontos, então f será integrável em [a, b]. 


A4.5. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CRESCENTES OU DECRESCENTES 
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Se f for crescente em [a, b], f assumirá em [a, b] valor máximo f (b) e valor mínimo 
f (a). Seja P uma partição qualquer de [a, b]; podemos, então, considerar as somas 
superior e inferior de f relativa à partição P: 


e n 
S(f.P)= Y f(x) Ax; 


i=l 


n 
So P= 24 fG- 0d 


1=1 


As propriedades demonstradas no caso de f se contínuas permanecem válidas no 
caso de f ser crescente. Temos 
n 


S (f, P)—-S(f,P)S LA (x:)— f (xi—1)] máx Ax; (verifique) 


[= 
e, portanto, 
S(f. P)- S(f P<[f(b)— f (a)] máx Ax;. 


Se f (b) = f (a), f será constante, logo integrável. Podemos supor, então, f (b) > f (a). 
€ 


Então, dado € > 0 e tomando-se é = —=— 
f(b)— f (a) 


» para toda partição P de la, bl, 


com máx Ax; < 6, 
S (f, P)-S(f,P)<€ 


e, portanto, 


n 
2 Fo) Ax; -L 


1=1 


<S(f,P)-S(f,P)<€ 


em que L é o ínfimo das somas superiores $ (f, P). Fica provado assim o 


Teorema. Se f for crescente em [a, b], então f será integrável em [a, b]. 


Observacáo. Se f for decrescente em [a, b], entáo — f será crescente e, portanto, 
integrável; como f = — (—f), segue que f será, também, integrável em [a, b]. 


O próximo exemplo nos mostra uma função integrável cujo conjunto dos pontos de 
descontinuidade é infinito. 


EXEMPLO. Seja f: [0,1] > R dada por 
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n n n+1 
O: Mr = N 
iein ET CEM 


| | se x=1 


; f(x) =— se 


| 
2 

Como f é crescente, resulta que f é integrável em [0, 1]. Observe que f é 
descontínua em todos os pontos do conjunto infinito 


Í n X l 
LA é a 


A4.6. CRITÉRIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE 


Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que nos 
permite reconhecer se uma funcáo f é ou náo integrável em [a, b], olhando apenas para 
o conjunto dos pontos de [a, b] em que f é descontínua. Para estabelecer tal critério, 
precisamos primeiro definir conjunto de medida nula. 

Seja A um subconjunto de R e seja L, I, ..., [,, ... uma sequência de intervalos; 
dizemos que tal sequência cobre A se 


ACI e DE o dE 
isto é, se A estiver contido na reuniáo de tais intervalos. 


EXEMPLO 1. Seja A= 


In E IN* i a sequência dada por 
(n j 


In = l+- q i n= 1, 2, ..., cobre A, pois 
I 


ACLULULU... 


da - 


Observe: 1 € 1 > has [en =|5- Pal 
2 2 2 2 E E É 


No que segue, m (I) indicará a amplitude do intervalo I; assim, se I = [0, 2], então 


E 4 | 
m(D=2-0=2sel= [es jum(D= + 


Seja A C R; dizemos que A tem medida nula se, para todo € > O dado, existir uma 
sequência de intervalos Å, D, 15, ..., Ip ... que cobre A e tal que 


+% 
2 m(L)< e E 
n=1 
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+00 k 
Observação: Y m(l)= lim È m(,). 
n=1 k>+% n=1 


Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < q < 1, então 


qtrã+tqg+.e+gf+.= 4 (verifique). 
= 
Se tomarmos O < q < (€ > 0), teremos 
2 3 n q 
ETE TUA F ost Ta < € 


l— q 


EXEMPLO 2. Mostre que A = | ` Ine N* | tem medida nula. 


Solução 
€ 
+e 


Dado € > 0, tomemos q tal que O < q < i 


Consideremos a sequência de intervalos 


Tal sequência cobre A e, como m (1,) = q”, resulta 


= em 2 n = q < 
à EA O Fo FT Fase L €. 
n=1 l|=q 


portanto, A tem medida nula. 


Seja A C R; dizemos que A é enumerável se existir uma sequência a4, a», .. 


tal que 
A=(a,|neN*). m 
EXEMPLO 3. N é enumerável, pois, 
N= {a |n E N* } 


emquea,=n-1. E 


EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é enumerável. 


Solução 
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a y 


3 3 
| Fj 4 so 
4 4 4 4 4 
1 2 3 4 5 
A= (a, |n € N*) 
em que 
a _ 2 a a 
dl q A Ap A “9º [| 


EXEMPLO 5. O intervalo [0, 1] não é enumerável. 
Solução 


Suponhamos, por absurdo, que fosse enumerável; existiria, então, uma sequência 
dy, A, ... tal que 


[0, 1] = (a, |n € N}. 
Seja, agora, c, € ]0, 1[, com c, % a,; a, não pode pertencer a 
O) [0, cy] e [c}, 1]. 


Seja [a,, 84] o intervalo em (D que não contém a4. 
Seja, agora, c» € Ja, f,[, com c, 4 a,; a, não pode pertencer a 


À ley. co] e [c>, Bil. 


Seja [a,, fB,] o intervalo em © que não contém a,. 
Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de intervalos 


la, 81] > [as B21 D ... D Lap BID... 


tal que, para todo natural n > 1, 
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an É [an Br] 
Por outro lado, existe pelo menos um real p € [0, 1] tal que 
p € [an Bh] 
para todo n > 1. Segue que 
pza, 
para todo n > 1, que é uma contradição. E 
EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumerável tem medida nula. 
Solução 


Dado e > 0, consideremos a sequência 


| l 
I, = la mi do idea . n=1,2,3,... 


como O < q < e A = {a „ln E N*). Tal sequência cobre A e 


+ € 
+ 0 , 
E MUJ SEFE Ea F Fai a 
n=1 
EXEMPLO 7. Prove que A = (1, 2, 3) tem medida nula. 


Solução 


A = fa, | n € N*}, em que a, = 1, a, = 2, a} = 3 e a, = 3 para n > 3; logo A é 
enumerável e, portanto, tem medida nula. E 


EXEMPLO 8. Seja A CR; se A for finito, então A terá medida nula. 


Solução 
Suponhamos que A tem p elementos; batizando os elementos de A por x4, Xp, ..., Xp» 
resulta A = [x Xz, 04. Xp} = {a | n € N*} em qué a; = Xy A3 = Xz, 0. Ap = Xp € An = Xp 


para n > p. Assim, A é enumerável; logo, tem medida nula. m 
Vamos, agora, enunciar, sem demonstração (para a demonstração, veja Elon Lages 
Lima, Curso de Análise — Volume 1), o seguinte 


Critério de Lebesgue 


Seja f limitada em [a, b] e seja A o conjunto dos pontos de [a, b] em que f é 
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descontínua: A = (x € [a, b] | fé descontínua em x}. Então, 


fintegrável em [a, b] = A tem medida nula. 


Exercícios 


1. 


10. 


Prove que se A estiver contido em B e se B tiver medida nula, então A terá, 
também, medida nula. 


Prove que o conjunto vazio tem medida nula. 


Prove que se A e B tiverem medida nula, então A U B também terá medida 
nula. 

| sexeQ 
|0 sexé O 
Utilizando o critério de Lebesgue, conclua que [0, 1] não tem medida nula. 


Já foi visto que a função f(x) = não é integrável em [0, 1]. 


Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em [a, b], 
então f será contínua em pelo menos um ponto p € [a, b]. 


b 
Suponha fintegrável em [a, b] e f(x) > 0 em [a, b]. Prove que | f (x)dx> 0. 
a 


Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em [a, b], 
então | f | e f? também serão. 


Seja A o conjunto dos números irracionais pertencentes ao intervalo [0, 1]. 
Prove que A não tem medida nula. 


Dê exemplo de um conjunto não enumerável que tenha medida nula. 
(Pesquise!) 
Utilizando o critério de Lebesgue, decida se a função dada é ou não 
integrável. 


a) f: [0,1] — R dada por f(x) = [jx sexeQ 


jo sexg Q 
1 
sen se sen — É 0 
b) f: [0,1] — R dada por f(x) = 4 sen — : 
\ g7 
1 , 
| sesen—=0 ou x=0 


X 


| sexe A JUE + l 
O sexga mque A P Ine N F 


c) f: [0,1] — R dada por f(x) = | 
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Apéndice 
5 


DEMONSTRACÁO DO TEOREMA DA SECÁO 13.4 


Seja a equação 
dx 
— = g(t)h(x) 
dt 
em que g e h' são supostas contínuas nos intervalos abertos 1, e I, respectivamente. 


Consideremos os números reais ty e x, com ty € l,e xy € 1. 
Tomemos r; > 0 er, > 0 tais que 


Da continuidade de g e h', segue que existem a > 0 e 6 > 0 tais que 


(1) le IS oem [tp — Fi, tp + 111 
e 
© | h'(x) | < Bem [xy — ra, Xo + 11. 


Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam u e v em [x, — rə, Xo + 15], 
(3) Ih()—h(vyI=<Blu-vl. 
De fato, pelo TVM existe ¡y entre u e v tal que 
h(u)— h (v) = h'(u)(u — v) 


e tendo em vista 2) segue 3). 
Suponhamos, agora, que x = x (t), t € I, onde I é um intervalo aberto contido em L,, 
seja solução do problema 


k =g (t)h(x) 
(4) dt oo 
| x (10) = xo. 


Então, para todo t em 1, 


x' =g Oh k W) 
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e, portanto, para todo t em 1 


t 
O h (x (s)) ds = [x (s) 1, =x (t) — xo 


ou seja, 


at 
© x(0=x0= | g(s) ha (5) ds. 


t 0 


Sendo x = x (t), t € I, solução de (4), tal função será contínua, logo, existe r > 0 
(com [tọ — r, to +r] C D tal que 
© to E = lo Tr Xo = bo) < x (1) = Xo = Fo. 


Podemos escolher r de modo que 


D r<rer<—. 


Lema 1. Se x = x (t), t € I, for solução de (4) e se h (xp) = 0, então 


Xx (t) =x em [to — r, ty + rl. 


Demonstração 
De (5) e da hipótese segue 
t 


x (1) — xp = | g(s) [h (x (5) — h(xp)] ds. 


Segue de © e de © que, para todo s em [to — r, tọ +r ], 
|h (x (5) — h (xo) | < P | x ($) — xo |. 


Então, para todo tem [ty — r, ty +r] 


t 
Ix (t) — xol S aß | | Ix (s) — xp 1 dsl. 


to 
Sendo M o máximo de | x (t) — xo | em [tọ — r, tọ + r], resulta 


t 
Ix (t) — xo! = aßM | | dsl 
to 


ou 
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[x ( — xo | <oBM]|t- to | 
e, assim, para todo tem [tg — r, to tr] 
|x (6) — xo | <aBM r 
e, portanto, 


M < afMr (por quê?). 


e ql 
Se tivéssemos M > 0 (observe que M > 0), teríamos 1 < afr ou r = — que 
a 
contradiz (7); segue então que M = 0. Logo 


x(t) =xyemlt)-r,tp+r]. m 


Lema 2. Se x = x (t), t € I, for solução de (4) e se h (xp) = 0, então 


x (t) = x, em I. 


Demonstração 
Pelo lema 1, existe r > O tal que 
x (t) = x, em [t, —r, totr]. 


Seja B = {b € I | x (©) = x em [tọ — r, b [). Se B não for limitado superiormente, 
teremos x (t) = xy em [ty — r, +œ [e +œ será, então, a extremidade superior de I. Se B 
for limitado superiormente, admitirá supremo h e, assim, 


x (t) = xy em [ty r, bL. 


Se p pertencer a I, pela continuidade de x = x (t), resultará x ( b)= Xp: Seguirá, 
então, pelo lema 1 que existirá + > () tal que 


x (t) = xy em b=F,b+ r | 


contradição. Assim p é a extremidade superior de I. Deixamos a seu cargo concluir 
que 


x(t)=x,emi. E 


Teorema. Seja a equação 
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dx > 
— = g (t) h (x) 
dt 


em que g e h são definidas em intervalos abertos I} e [,, respectivamente, com g 
contínua em 1, e h' contínua em I. Nestas condições, se x = x (t), t € I, for solução 
não constante da equação, então, para todo t em I, 


h (x (©) 20. 


Demonstração 


Se, para algum tọ em I tivéssemos h (x (tọ)) = 0, pelo lema 2, teríamos, para todo t 
em 1, 


x(0)=x (to). m 
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Apéndice 
6 


CONSTRUÇÃO DO CORPO ORDENADO DOS NÚMEROS 
REAIS 


A6.1. DEFINIÇÃO DE NÚMERO REAL 


Definição. Seja a um subconjunto de Q. Dizemos que a é um número real se 
satisfaz as condições: 


(RD) cz pea*Q. 
(R2) Y p,q E Q, sep E€ a eq < p; então q € q. 
(R3) a não tem máximo. 


A ideia que está por trás de tal definição é a de caracterizar um número real pelo 
conjunto de todos os números racionais que o precedem. Pela definição acima, 
estamos representando um número real o pelo conjunto dos racionais que o precedem. 


EXEMPLO 1.0 = {p E Q|p <2 } é um número real. De fato: 


(R1) a % À, pois, 0 € a. 
a Q, pois, 5 E Qe5 ¢a. 


(R2) Sejam p, q racionais quaisquer, com p € « e q < p. Temos: 
peasp<2. 
Dep<2eq<p, segue q < 2, logo, q € q. 
(R3) a não tem máximo (verifique). 


Assim, o conjunto a = { p € Q | p < 2} satisfaz as condições (R1), (R2) e (R3), 
logo, é número real. 

Seja r um número racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de verificar 
que o conjunto { p € Q|p <r } é um número real. Tal número real será indicado por 
pr: 


r*=(peQ|p<ri)(rracional). m 
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EXEMPLO 2.0=Q0_U([pE€Q,|p*<2 } é um número real (quem é q?). 
De fato: 


(R1) a % Q, pois, Q- C a (Q-= {xE Q|x<0} 
a ź Q, pois, 5 E Qe5 ga. 
(R2) Sejam p, q dois racionais quaisquer, com p € «e q < p. Temos: 
(i) se p E Q, então q € Q., logo, q € a. 
(ii) se p > 0 e q < 0, então q € «. 
(ii)sep>0eg>0 


q<p| EE, 
q>0f => qº < p^ 


De p° < 2, segue q? < 2, logo, q € a. 
(R3) Seja p € a, com p > 0. Temos, para todo n E N*, 


E 
( LY 2p | 2p | 
[p+— | =p? a NA A 
\ n) n nº n n 
ou 
? 
[ LAS » l 
| pt— | = p* +=(2p + 1). 
A n / n 
Por outro lado, 
l 2p+1 
pidio a a 
n 2 pS 
2 
Tomando-se, então, 1 > 57, resulta 
PA y oz 
[peo | <2 
n) 


o que mostra que a não tem máximo. E 


Exercícios 


1. É número real? Justifique a resposta. 


aa=(peQ|3p+1<2p-5) 
b)a=1pEQ|(p+ 1" (p-3)<0) 
)Ja=(peQ|p'-2p'+3p-6<0) 
da=1peQ|p%+2p+5<0) 
Ju=(peQ|p'<3) 
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2. Seja « um número real e indique por M, o conjunto dos racionais que são 
cotas superiores de q. Prove que 


B=1fpE€Q|-pEM,e- pH mínM,) 


é número real. 
3. Sejam a e p números reais. Prove que a U Be a n p são, também, números 
reais. 


4. Sejam os números reaisa = {p € Q | p? < 5}eß= {p € Q|p<2). Determine 


anfeau 6. 
5. E f \ 
Para cada n € N, seja o número real a, = E *. Complete: 
2n+1) 
a) A = 
b) o, =... 
c) @ = 
3 
d) U a =a) Ua Ua U az = 
n=0 
6. : E. A 
Para cada n E N, seja o número real a, =| ——— |*. Prove que 
kan FLJ 
+ œ | h l i + 00 
U an=; pEQIp<— p, onde U a, indica a reunião de todos os 
n=0 | 2 N n=0 
números reais Qo, 04, ..., Op +... 


7. SejaA=(r*|rEQ,r>0er?<2). Determine a reunião de todos os reais a, 
com q € A. Verifique que tal reunião é um número real. 


A6.2. RELAÇÃO DE ORDEM EM IR 


O símbolo R será usado para indicar o conjunto dos números reais: R = te | a é 
número real}. 


Definição. Sejam q e p dois números reais. Definimos 


a) a<peac p. 


b) a<B=aaCfeaz 6. 


Deixamos a seu cargo verificar que, “<” é uma relação de ordem sobre R, isto é, 
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“<” satisfaz as propriedades: 


01) Vo ER,a<a. 
02) Wo pER, a<BeB<a>a=-p. 
03)Va,ByeR,a<BeBb<y=>a<y. 


Para provar (04), vamos precisar do 


Lema. Se q é um número real e se x é um racional, com x É a, então, p < x, para 


todo p € q. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que exista p € a, com p > x. Pela (R2), teríamos, então, 
que x € a, contradição. Portanto, sex É a, então p < x para todo p E q. m 

Este lema nos diz que todo racional x que não pertence ao real q, é uma cota 
superior de q. 

Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade. 


Propriedade (04). Quaisquer que sejam «e pem R, a<foufB<a. 


Demonstração 


Quaisquer que sejam os reais ae f, a C Bou a É B. 

Se a C P, então, a < P. 

Se a não está contido em B (a E ß), então existe um racional x, com x € q e x É B. 

Como x É ß, segue do lema que p < x, para todo p € f. Como x € q e, para todo p 
€ P, p < x, segue de (R2) que p € a, para todo p € P, isto é, P C a, ou seja, p <a. m 


A6.3. ADIÇÃO EM R 


Teorema 1. Se a e P são números reais, então 


y={a+b|aEa,bEß} 


também é número real. 


Demonstração 


Precisamos provar que y satisfaz as condições (R1), (R2) e (R3). 
(R1) Como q e 8 não são vazios, existem a € a, b € B; assim a + b € y, logo, y 4 À. 
Por outro lado, como a # Q e 8 % Q, existem racionais s e t, com s É «et É f; pelo 
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lema da secáo anterior, tem-se: 
VaE€Eaa<seWbEf,b<t 
daí 
Va€aWbEf,a+b<s+t. 


Logo, s + t É ye, portanto, y 4 Q. 
(R2) Precisamos provar que, sex € y e y < x, então y € y. Para provar que y € y, 
precisamos fabricar um s € a e um t € f, de modo que y =s +t. 
Temos: 


x€ysx=a+ b para alguma € q e algum b € $. 
De y < x segue y < a + b, daí y — a < b; como b € fP, segue que y — a € P. Então, 
y=a+(y-a), coma E ce(y-a) EP. 


Logo, y € y. 
(R3) Para provar que y náo tem máximo, precisamos provar que, se x € y, entáo existe 
y € y com x < y. Temos: 


x€ysx=a+ b para alguma € q e algum b € $. 


Como q e ff não têm máximo, existem racionais s € œ e t E P coma <s e b < t; daí, 
a+ b< s+ t. Tomando-se y = s + t, tem-se x < y, com y € y. Assim, y não têm 
máximo. 

Como (R1), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que y E R. m 


Definição. Sejam a e p dois números reais; o número real y =fa+b|a€ a,b E 
p} denomina-se soma de q e B e é indicado por «a + $. Assim, a + P = {a +b|a € 


a,beB). 


A operação que a cada par (a, B) de números reais associa a sua soma a + f 
denominase adição e é indicada por +. 


EXEMPLO. Sejam r e s dois racionais; prove: 
r* + s* = (r + s)*. 
Solução 
Precisamos provar que r* + s* C (r + s)* e que r* + s* D (r + s)*. 


Lembramos, inicialmente, que 
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r*=1x€ Q|x<ris*=1x€Q|x<s) 


D 


(r+sP=XEQ|ASr+s), 


xErt+stesx=a+ b para alguma <r e algum b < s, com a e b racionais. 
x=a+ b) 


a<r >»x<Llr+s»xE(r+s)* 
b<s | 


Provamos, assim, que 
x E O A ol 


logo, r* + s* C (r + s)*. 


xE(r+s)*ž>x<r+s>x-r<s. 
Tomemos um racional u, comx —r<u<.s. 


u<s=>ue€s* 
x=r<u=>=x-u<r=x-ue€r*, 


Segue que 
x=(x-u)+u,comx—u Erteu E s*; 


logo, x E r* + s*. 
Provamos assim, que 


xE(r+s)* =x Er*+s* 
logo 
(r+ s)* Cr*+s*. E 
A6.4. PROPRIEDADES DA ADIÇÃO 


Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a adição satisfaz as propriedades (A1), 
(A2), (A3), (A4) e (0A). 
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Para provar (A4), vamos precisar do 


Lema. Sejam a um número real, u < O um racional e M, o conjunto das cotas 
superiores de q. Nestas condições, existem p € a, q € M, q + mín M, (caso mín 


M, exista), tais que p - q = u. 


Demonstração 


Estamos interessados em determinar p € a, q € M, q + mín M,, comp-q=u. 


Para isto tomemos um racional s É a, com s 4 mín M,, e, para cada n E N, 
consideremos o racional q, = nu + s. 


q» q, do 
po +) 
uts Ss 

M 


Seja, agora, ņ o máximo dos naturais n para os quais q, € M, e q, + mín M,. 
Dois casos podem ocorrer: 


1.º CASO. q; EM, e 41 +1€ A. 


di +1 5 =Nu +5 


a M 
Tomando-se Y = qr eP F Ga+rp-q=u. 


2.º CASO. q; E My e q; +1 = mín My (que só poderá ocorrer se mín M, existir). 
l l 
Tomando-se q = q; + 5 UCP= + + 5 ADS uu, com p E€Eaeq€ 


M q ź mín My- 


- - 
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Teorema. A adicáo satisfaz as propriedades: 


A1) Associativa: Y a, P, y ER, a+ (B + y) = (a+ fB) + y. 

A2) Comutativa: Wa, BER,a+B=B+a. 

A3) Existência de elemento neutro: Y a € R, a + 0* = q. 

A4) Existência de oposto: Para todo « € R, existe f € R com a + B = 0*. 

0A) Compatibilidade da adição com a ordem: Va, By €ER,a<B=>a+y<B+ 
y. 


Demonstração 


A1) e (A2) ficam a seu cargo. 
A3) Precisamos provar que a + 0* C ae a C a + 0*. 


Lembramos que 0* = {u € Q | u < 0 }. Temos: 


x E€ a + 0* x =a + u para algum a € a e algum u < 0, u E Q. 
u<0>a+u<a>x<a>xEqgq 


portanto, 
xEa+t0*>xEg 


Logo, a + 0* Ca. 


Precisamos provar que, se x € q, então é possível fabricar um a € «eum u < 0 tal 
quex=a+u. 
Então, 


x E€ qa > Ja E q, com x < a, pois a não tem máximo. 


x<a=x-=a<0. 
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Assim, 
x=a+(x- a), coma€aex-a<0, 
logo, x € a + 0*. Portanto, 
a C a + 0*. 


A4) Seja a um número real; de acordo com o Exercício 2-A6.1, 
P=1p€Q|-p € M, e -p ź mín M,} é um número real. Vamos provar que qa + B = 


0*. 


x€a+B=>x=a+b para alguma € q e algum b € 6. 
bEB=-b>a=a+b<0. 


Assim, 


x€a+B=>x€0*,ouseja, a + C 0*. 


Precisamos provar que, se x € 0*, então x = a + b para algum a € q e algum b € 6. 

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a € ae -b E M,, com -b # mín 
Mo, tais que x = q — (-b); assim x =a + b coma E geb EB. 

Portanto, 0* C qa + 6. 

Provamos, assim, que, dado um real a, existe um real 8 tal que a + B = 0*; 
provaremos mais adiante que tal f é único e será, então, denominado oposto de a e 
indicado por —q. 


(0A) Sejam a, P, y € R, com a < p; vamos provar que q + y < f + y. Temos: 
x€a+y>x=a+c para alguma € qe algum c € y. 


Da hipótese, segue que a € a > a € fp. (Lembre-se: a < P = a C B.) 
Assim x = a + c para algum a € Be algum c € y. Logo, x € P + y. 
Provamos, assim, que 


a<b>a+ryCB+ry>a+ry<B+y. m 


Teorema. (Unicidade do oposto) 
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Se a + p = 0* e a + y = 0*, então f = y. 


Demonstração 


B=0*+B=(y+o)+B=y+(a+B)=y+0*=y. m 


Teorema (Unicidade do elemento neutro) 


Se q + y = ar para todo q € R, então y = 0*. 


Demonstração 


Da hipótese, segue que 0* + y = 0*; daí y = 0*. m 


Exercícios 
1. Prove: Wa, Pf, yER,a=PB=a+y=B+y. 
2. Prove: Wa, f, y ER, a+y=fB+y= =p (lei do cancelamento). 
3. Prove: Wa E R, - (-qa) = a. 
4. Prove:VaceR,a<0*s0*<-a. 
5. Prove: Va, f, y, ER, a<fey<ó=a+y<B+Ó. 


A6.5. MULTIPLICAÇÃO EM IR 


Teorema. Sejam a, BE R, coma > 0* e B > 0*. Então 


y=Q_UfablaEa,bEf,a>0,b>0) 


é um número real. 


Demonstração 


(R1) y * À, pois Q- C y. 
Para provar que y 4 Q, procedemos assim: como qa e 8 são números reais, existem 
racionais me n com m É q en É ß, daí: 


Va€a coma>0,a<m 
VbE€f,comb>0,b<n 


logo, 


ab < mn para todo a € a, a > 0, para todo b € B, b > 0, portanto, mn € y. (Por quê?) 
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(R2) Sejam p, q racionais com p € y e q < p; precisamos provar que q € y. Entáo: 
(a) Sep < 0, então q < 0, logo q € y. 
(b) Sep>0eq<0,q€y. 
(c) Sep > 0 e q > 0, vem: 


peyep>0=>p=ab para algum a € a, a > 0, e para algum b EB, b > 0. 


q q 
De0<gq<p=ab, T < b, assim — € ge? > O: logo, 
a ( a 


q — : q q 
g Sa : coma a,a>0e Teg Pia 
a a a 


Portanto, q € y. 
(R3) Para provarmos que y não tem máximo, basta provarmos que, sep € ye p > 0, 
entáo existe q € y com q > p. 
Temos: 


p€yp>0=p= ab para algum a E a, a>0ealgumb€ P, b > 0. 


Como q e fp são números reais, existem a' > a, com a' € a, b' > b, com b' € f; daí a 
'b' > ab =p, coma'b' Ey. m 


A seguir daremos a definição de produto de dois números reais. 


Definição. Sejam a, $6 € R. Definimos o produto de a por fp por: 


Du ab la E a, b E B, a > 0, b > 0} se 4>0* e B>0* 
0* se «=0* ou B=0* 


a- = j—i(-a) - B} os A a e B>0* 
-Ía - (-B)) sea >0* Boo” 
(-a)-(-B)sea<0* e B<0* 


EXEMPLO. Sejar=Q U {p € Q, | p° < 2); prove que a - a = 2*. 
Solução 
a:a=Q0_Ufab|a>0ea?<2,b>0eb*<2). 


Precisamos provar que ar: a C 2% e que 2* Ca: a. 
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xEqxa:aAaex<O=>x€2*, 
x€a:aex>0=x=ab,coma>0ea?<2,b>0eb?<2. 


x=ab=x?=a*-b?<4, 
x>0ex)<4>x<2. Portanto, 
xEa:aex>0>=x€2*, 


Segue que q : q C 2%, 
* Coca 


xE2*ex<s0O0>x€0:0. 


, 
Ta , ye 
xE2*ex>0=0<x<2> ZA 


- 


Existe a racional, a > 0, tal que 
nm 


e ” » e E 
— <a“ < 2 (veja adiante). 


é X an] X — : 
Ea | < 2: como — > De | — | < 2, resulta que — E a. Assim, 
7 e, a 


o x + 
como a>0,4a€ a, — > 0 e — E a; logo, 
a a 


xeqaqa. 
Assim, 
x€2*ex>0>x€E qa. 


Portanto, 2* Ca: q. 
Provamos, assim, que ar œ = 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada em R. 
p) 


à X a 
Vamos provar a seguir que, se — < 2, então existe a > 0, racional, tal que 
) 


N 


” 9 

x > ar à xe ge 

— <q <2, De fato, como x é racional, | =<|/oul >], Se > =1, basta 
> > > 


l -2 
tomar a = w Se y = Toii > |, tomemos um natural n tal que 
. > 


- 
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ES E <ye í TE e 
e, À 


/ 
| 


1) [1+ 


, 
( I Y 2 l 3 

| Como | 1+ — | =|+— + — = | + —, tomando-se n tal que 

| \ nj 


n n“ n 


3 


Ns = 
1+4=< y ou n>-— 
n y 1 


em que y = mín y y, 


í p) 
| A © se verifica. 
y | 


3 l E . ds 
Seja u = | + —, em que n é um dos naturais que verifica ©. Um dos termos da 
n 
progressão geométrica 


está compreendido entre E an (por quê?). 
> 


Seja k o natural para o qual se tem 


Basta, então, tomara =u*. m 


Exercício 


Prove que, se q e b são dois racionais quaisquer, então a*b* = (ab)*. 


A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO 


Nesta seção, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM). 
Para provar (M4), precisamos do 


Lema. Sejam a > 0* um número real e u, racional, com O < u < 1. Então, existem 


racionais p € a, q € M, com q é mín M,, (caso M, admita mínimo), tais que 
0 


o F ' l 
q = 4. (M, é o conjunto das cotas superiores de a.) 


Demonstração. Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Tome um s É q e, para cada natural 
n, considere o racional q, = su”; agora, proceda como na demonstração do lema da 
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Seção A6.4.) m 


Teorema. Sejam a, f e y reais quaisquer. A multiplicação verifica as seguintes 
propriedades: 


M1) (aP) y = a (By). 

M2) af = Ba. 

M3) a :1* = q. 

M4) Se a * 0*, existe P ER tal que a - B = 1*. 
D) a (B + y) = af + oy. 

OM) a < f e 0* < y = ay < By. 


Demonstração 


(M1) e (M2) ficam a seu cargo. 


(M3) Suponhamos, inicialmente «œ > 0*. Precisamos provar que a -1* CaeaCa 
a ar 


Lembramos, inicialmente, que a: 1*=Q_Ufab|a€ q,a>0,0<b<1). 


xEaqxa:1*Fex<O=>x€ 0. 
xEaxa:1*ex>0=x=au coma€a a>0,e0<u<l. 


De u < 1 e a > 0, segue au <a e, portanto, x = au € q. Fica provado, deste modo, 
que ar: 1* Ca. 


xEqaexsO=>x€qaq:1*, 
xEvwex>0=> la € q, comx<a. 


: S, > AR > A 
Assim, x =a:r—€Ca-l*. pois a € a, a > 0, e — < 1, com — > 0. Portanto, a C 
a a a 
a= dee, 
Provamos, assim, que se a > 0*, então a : 1* = q. 
Se q = 0*, pela definição de produto, ar: 1* = 0* - 1* = 0* = q. 
Se a < 0*, a: 1*=-[ 0): 1*] = - [- a] = a. 


Segue que, para todo « E R, a: 1* = q. 
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(M4) Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Suponha, inicialmente, œ > 0* e considere o 
número real 


B=Q_U | peQO1p>o, de EM, e de * mín My 
| P P ) 


Proceda, então, como na demonstração de (A4) e conclua que a: B = 1*. 
Se a < 0*, —=a > 0*, logo, existe p tal que (~a) - B = 1*, mas, (-0) B = a - (—B); logo, 
a (=P) = 1*.) 


(D) Precisamos provar que 
a (P + y) C ap + ay e a (P + y) > af + ay. 


1.º CASO: qa > 0*, p > 0* e y > 0*. 


a (P +y) C aß + ay 


xEqa(B+yex<0=x€ af + ay. 
x€Qqa(B+ y)ex>0= x= ad para algum a > 0, a € qa, e para algumd E P + y,d>0. 
debB+y=>d=b+c,combeBecey. 


Assim, x = ab + ac € aß + ay, pois, ab E a: Be ac € ay. Portanto, a (P + y) C af + 


ay 
ap + ay Ca (B+ y) 


xEap+ayex<0=x€ q (6 + y). 
Suponhamos, então, x > 0 e x € af + ay. Como af > 0* e ay > 0*, existem u € af, 
u > 0, e v € ay, v > 0, tais que x = u + v. (Verifique.) 
Segue que existem a, a” € a, com a > 0 e a' > 0, b EB, com b > 0, c € y, com c > 
0, tais que x = ab + a'c. 
Supondo a' < a, resulta 


x=ab + a'c<ab + ac=a(b+c) € a (f + y); 
logo, pela (R2), x € a (B + y). Fica provado que 
aß + ay Ca (P + y). 


2.º CASO: a>0*efB+y>0*, 
Suponhamos f > 0*. Temos: 


oy=c[(B+y)+(Bl=a(B+y)+a(-B) (1.º caso); 
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daí 
a (P + y) = aß + ay. 
3.º CASO: a > 0* e B + y < 0*, 
a (P + y) =- [a (~F - y) = - [a (2) + a (-y)] 


ou seja, 
a (P + y) = ap + ay. 


Deixamos a seu cargo verificar os demais casos. 
(OM) Deixamos a seu cargo. E 


A6.7. TEOREMA DO SUPREMO 


Um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um número real m 
tal que, para todo a €E A, œ < m. 
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte 


Lema. Seja A um subconjunto de R, não vazio e limitado superiormente. Então, 


y= Ua =|(xEQIxEa para alguma € A) 


aEA 


é um número real. (y é a reunião de todos a pertencentes a A.) 


Demonstração 


(R1) Sendo A X q), existe « € A e, como q É dp, resulta y 4 œ. 

Sendo A limitado superiormente, existe um número real m tal que œ < m, para todo 
a € A. Como m é número real, existe x racional, com x É m; daí para todo «a € A, x É 
a, logo, x É y e, portanto, y % Q. 
(R2) Sejam p e q dois racionais quaisquer, com p € y e q < p. Temos: 


p Ey => p E a para algum a € A 

peaeqg<ep>=q€0u 

qea>q€y. 
(R3)p € y = p E a para algum q € A. Como a não tem máximo, existe p E a, com 
p>p.p€a= p € y. Assim, para todo p € y, existe p E y, com p< p. 
Portanto, y náo tem máximo. 


Como (R1), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que y é um número real. E 
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Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de R, náo vazio e limitado 


superiormente, entáo A admitirá supremo. 


Demonstração 


š = lJa er 7 
Seja Y E Pelo lema, y é número real. Vamos mostrar que y é o supremo de A, 
ae! 


isto é, y = sup A. De fato, como y é a reunião dos «a pertencentes a A, segue que, para 
todo q € A, 


y D q, ou seja, y > a. 


Logo, y é cota superior de A. Por outro lado, se y' é uma cota superior qualquer de A, y' 
> q, para todo q € A, e, portanto, para todo q € A, 


y Da; 
logo, Y o E i = Y. ou seja, y' > y. Assim, y é a menor cota superior de A, isto é, 
ac! 
y=supA. E 


A6.8. IDENTIFICAÇÃO DE Q COM Q 


Inicialmente, vamos definir aplicação bijetora (aplicação e função são palavras 
sinônimas). Sejam A e B dois conjuntos não vazios e y uma aplicação de A e B. 

Dizemos que q é bijetora se 
i) Imọ=B 
ii) V s, t E A, s ź t = Q(s) A q(t). 

A condição (i) significa que q é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste modo, q é 
bijetora se, e somente se, q for injetora e sobrejetora. 

Seja « um número real. Dizemos que a é um número real racional se existe um 
racional r tal que a = r*, 

O conjunto dos números reais racionais será indicado por Q:Q = (r*Ire QL. 
é 


Seja æ um número real. Se a não pertencer a Q , diremos que a é um número real 


irracional. Verifique que 
a=Q U(xeQ,|x<2) 


é um número real irracional. 

Olhemos, agora, para a aplicação œ : €) —> Q dada por (r) = r*, que a cada 
racional r associa o real racional r*. Tal aplicação é bijetora (verifique). Além disso, 
temos: 


G) p(r + s) = (r + s)* = r* + s* = p(r) + q(s). 
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Gi) p(r : s) = (rs)* = r* - s* = p(r) : o(s). 
(iii) r <s e r* < s*. 


Tal aplicação nos permite, então, identificar o racional r com o real racional r*. 
Neste sentido, podemos olhar para Q como subconjunto de R. 
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RESPOSTAS, SUGESTÕES OU SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 
1.2 


l. ajx<— bjx<-2 dxs- dx=>1 NA fAx=1 


bh | tm 


2. a)3x— 1>0parax> =: 1<0parax< Li 3r — l = Oparax= — 


b)3—-x>0parax<3;3-x<0Oparax>3;3-x=0Oparax=3 


2 2 2 
c)2—-3x>0 para x < 372 — 3x < 0 para x > 3327 3x= 0 para x = a 


d)5x+1>0parax> ——; 5x + 1 <0parax < ——:;5x+1=0parax= — 


e) red >0parax< 1 oux> 2; aci <Oparal<x<2; 222 =0 para 
a x=? p=2 


pa 


x = 1. A expressão não está definida para x = 2 
DQx+ D(x— 2) > 0 para x < -2 ou x > 2; (2x + 1) (x — 2) < 0 para 


= < x < 2; (2x + 1) (x — 2) =0 para x = = oux =2 


AR 2 ES 2 
g) > 0 para -2<x< —; < 0) parax < —20ux > —; 
x +2 3 2 3 
é Mag» 2 o A a 
= = 0 para x = E A expressão não está definida para x = —2 
EZ É 
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— ls PA E ai 
3-x 


h) 


2 
a > 0 para x <20ux > 3; 
É de E a 


para x = 2. A expressão não está definida para x = 3 


i) (2x — DG-2)<0parax< $ ou x> Š; (x — 1) (3 — 2x) > 0 


1 3 1 3 
pr ÓN 1) (3 — 2x) = 0 para x = NA > 


Pxi=3)>0bpmx<0010x> 3% x(x- 3) < O para < y< 3; 
x(x— 3)= 0 parax=00ux= 3 
Dx(G-—1) (2 +3) >-0 para 5 <x<Ooux>1;x(x-— D(2x+3)<0 


parax< —— ou0O<x<lix(x— 1)Qx+3)=0parax=00ux= 1 


to | 


3 
oux = —— 
2 


mix ICE 38) > 0 pa 1:00 Z E le 


2 
p= 1a 3 Dpa 1 A q 0 ux> lx 


-v 


(x— 1)(1 + x) (2 — 3x) = 0 para x = 1 oux = -l oux = + 


n) x (e + 3) > 0 para x > 0; x (12 + 3) < 0 para x < 0; x (x? + 3) = 0 para 
x=0 


| l 
0) (2x — 1) QÊ + 1) > 0 para x > z (Ox — 1) (4 + 1) < 0 para x < a 
(2x — 1) (2 + 1) = 0 para x = - 
b b 
p)(a>0)ax+ b > 0 parax > ——;ax+b<0parax< ——;ax+b=0 
a a 


para x = mL, 
a 


b b 
q) (a < 0)ax + b>0parax< —=—;ax+b<0parax> —-—;ax+b=0 
a a 


bx=loux>3 c)x< -> oux>2 d)—3 << 


gx<-Zonx>2 h)3<x< 14 


~ 


e)x= Ž oux>? fx<0o0uxz 5 


659 


10. 


; 3 9 , 
)x<—ouxz — jJx< 
2 s 2 
3 
m)x < 7 oux>3 n)x <= o)x<3 
ds + 2x + A 
ax+1 db)? O ame ape 
x+2 
x+3 l x+p 
j- 9» -=>= m= o 
9 3 xp rp” 
D2x+h m)-——— n) 3% + 3xh + h? 
x(x+ h) 


a) x< -2 oux>2 
b)-1<x<1 
c)x<-20ux>2 

d) x<-10ux>1 

e) x<-30u-1<x<3 


f) x<-20ux>2 


Dis 200 <x<2 


h)x<-40ux>4 
il) -r<x<r 

D)x<-roux>r 
a) (x- 1) (x- 2) 
b) (x + 1) (x-2) 


c) (x- 1Y 
d) (x- 3) 
e) x (2x- 3) 


f) QA-D(2x-1) 
9) (x— 5) (x + 5) 

h) (x + 1) (3x — 2) 
i) (2x = 3) (2x + 3) 
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o) 4x 


11. 


13. 


17. 


J) x 2x- 5) 
a)1<x<2 
b)x<20ux23 
c)x<00ux>3 
d) -3<x<3 


e) x<-10ux>2 


5 
P x < -1 oux > — 
P | 


i) Não admite solução 


Die 
2 


a) Qualquer x 

b) Qualquer x 

c) Não admite solução 
d) Não admite solução 
e)x>3 


D x<- 


| 
F 
g)x20 
h)x>1 


Dosa 
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1.3 


19. 


20. 


e) 2 

f -3,-2,2 

a) (x- 1) (x+ 1) (x+2) 
b) (x- 1 (x+1)(x-2) 
c) x(x+3)(x-1) 

d) (x — 2) (x + 2) (x + 3) 
e) (x + 1) (x + 2) (x + 3) 
DU-D0%+x+1) 
a) x>1 
b)x<-30u-2<x<-1 
c) -3<x<-20ux>2 


d) x<-30u0<x<1 


a) 7 

b) 3 

c) a 

d) -a 

e) a sea 2 0; -asea<0 
f) -asea 2 0;asea<0 
a)x=20ux=-2 
b)x=20ux=-4 
c)x=10ux=0 


d) Não admite solução 


662 


b) -1<x<2 


c) Não admite solução 


e) -1<x<1,x%0 
f) -1<x<7 
g)x<-30ux>3 
h) x < -4 ou x > -2 
D)x<0Ooux>3 


DE TIS 


- 


D x<00ux>2 


n)x>1 
0o)x<1oux>2 
5. a)-2x-1Isex<-1;1se-l<x<0;2x+1Isex>0 


b) 3sex<-1;-2x+1se-1<x<2;-3sex>2 


¡xt se <x<2; 3x-3sex>2 


c) -3x+3sexs— 


d) -3x+3sex<0;-x+3se0<x<1;x+1se1l<x<2;3x-3sex>2 


1.4 
1. 5 | 3| 
E 00 > sm O) E A 
a) | Z, +a] Db) ]=1,:1[ c) [1,2] a | D, El 
2.0<r<1 
3. O <r<s, em ques é o menor dos números b-=pep-a. 
4. | 
a) 11.2] b) [25] c) ]-o, +o0[ d)|-3,3 
CAPÍTULO 2 
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2.1 


by 
. 


a)-3e 


E 


a)x+1 bx-1 


2 
b)0, — e 
3 


c)x+p 


h) ET De + pue p? j) Po I) Ll mx 3 
Xx 


x +3 
E 5 


Dx 


a) 2 

b) 3 

c) -2 

d) 2x +h 

e) 2x+3+h 
f) -2x-h 

g) 2x-2+h 
h)2x-2+h 
i) -4Ax- 2h 
j) 4x+1+2h 


x-3 


o) — 
9x2 


D 3x? + 3xh + h? 


m) 3x? + 2 + 3xh + h? 


n) 30 +2 1 +3xh+ h+k 0) 0 p) 


q) 6x? — 1 + 6xh + 2k? r) — 
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c)4 d) 2 
a 
d)2 JL PO yr +2x+4 
LX 
Fp 
xp x*p 


l 
x(x+ h) 
2x+h l 


= — p Ss SA E 
x2 (x+ h} (x+2M(x+2+h) 
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m) D, = R n) D;= R 


0)D, =(xERIXF1) 


x?—1 x2-2x+1 
E At LR 200) = ———— =x— 1,x1 
x- x 


q) D, = (xERIx%0) r) D¿=(xERIx* 1) 
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a) b) 


a)Jf(x)>0sex>3:f(x)=0sex= 3:f(x) <0sex< 3 


b)f(x) > 0 sex < 10 = O se x = Si) <0sex> = 


cfo > 0e 100 = (O se x = == fW<0sex< — 


~ ~ ~ 


d) f(x) > 0 sex < 10) =0sex= 00 <0sex> — 


vo [to 


edfx)>0sex>-—3:f(x) =0Osex=-3:f(x)<Osex< —3 


hDFf(x)>0sex< Š: fO) =0ser= = f0w)<0Osex> > 
nf > 0sex > ES A Ea 
a a a 


b b b 
h) f (Œ) > 0 sex < ——; f (x) = 0 se x = ——; f (x) < 0 sex > —— 
a a a 
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8. 


a)f(x)>0sex<-Zoux>I:f(x)=0sex=-2Z2oux=l:f(x)<Ose 
=2 < x<1 


b)f(xw)>0sex<-—-— oux>-—I:f(x)=0Osex=—-— oux=-—1;f(x) <0 


|v 
|w 


3 
se —— <x < -1 
2 
c)f)>0se0<x<l;:f(x)=0sex=00ux=1;f(x)<0sex<0O 


oux> 1 
df) >0se2<x<3:f(1) =0sex=20ux=3:f(1)<0sex<2o0ux> 3 


e)f(x)>0sex<-loux>l;f(x) =0sex=1;f(x) <0se-1<x<1 


1 3 3 1 3 
x)>0se—<x<-—:f(xy)=0Osex=—: f(x)<Osex<— oux<— 
DI > 221 0) > f(x) > > 


3 3 
g)f(x)>0Osex < == ou x > 0; f(x) = 0 se x = 0:f(x) < 0 se “2 << 
1 1 1 
h)f(x) >0sex< E oux> 2:f(x)=0Osex= Fe <x<2 


Df) <Osex<-—1lo0ou0<x< ZSO = 0sex=0oux= =:109>0 


se-1<x<00ux> — 


DÍA <Osex < L f(x% =0sex= 109 > 0sex> Š 


n| 
o 
[e] 
= 
Il 
N 


3 
aaea a N: e a Eei a <x<2;f(x)=0sex=-—1loux= 


TO >0%0m-1<x< 01 >2 


3 
m) f(x) < O sex < Z ou! Ee 10) =0sex= ID < a a 


oux> > 
2 
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9. WdW(xERIx*+*1) bD(xERIx*-lex%*1) c)R 
d(ixeRix*-2) e) (xERIx>-2) f(xERIx+0ex+*-—1) 
g) (Xx ERIx<-—10ux>1) h(xERIxX<-—30ux=>0) 


DR noz nz m) (xERIx<-— 20ux=> 3) 


n(teRit=s-loutz1) o)(xERIx>=0ex%1) p)[-2,2] 
Is |5 5 
A r)[1,3] s)[0, 1] [0.5] u) [OU [1, +o0[ 


10. a) b) c) 


j) 1) m) 


669 


n) 0) 


11. b) c)f(—2) = 1 é o menor valor 
atingido por f 
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c) 


b) 


J) 
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14. 


a) f(x)>0sex<-1oux>1;f(x)<Ose-I<x<1 

b) f (x) 2 0 se x < 2 ou x 2 3; f (x) <0 se2<x<3 

c) f (x) > 0 para todo x 

d) f (x)2 0 se 0 <x <3; f(x)<0sex<0o0ux>3 

e) f (x) < 0 para x # -1; f (x) = 0 para x = -1 

f) f(x) > 0 para x Z -3; f (x) = 0 para x = -3 

g) f (x) 2 0 para -3 < x < 3; f (x) < 0 para x < -3 oux > 3 


h) f (Œ) > 0 parax <= —1 — JT oux>= —1 + TL) < O se 
-1-47 <x<-1+47 


E 3+7 3=7 3+47 
Df) sexs oux = — :fO)<0se A A 
j) f(x) < 0 para todo x 
15. a) D;= {xE Rix £0) b)D={xERIxÆ1} 
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e)D= (xe RIx+ oO) hn d=(xERIx*0) 
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D D= (xe Rix& 1) m) D= (xe Rix+& 1) 
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r) D= [1, + RBS [= 2 RAI 


v)D=R x) D=R 


17. D=(xeRix<-loux=l) 
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b)D=(xeRix=<-2o0uxz2) 


2 J- (x+2)2 SatJ +y =l,y 


19. a) f(x) = J4 — x? b) 


20. a) y= 1 — x? b) y=x 
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c) y=44- (1-1) dÊ +y +2y=0 +y + 
+2y+1=1 
2) AS À 
+g+ "<= 1, 


y>-ley=-1+ y1- x2 


21. a)f(2) = máx (2,7) =2 b) D;= (XE RIx£0) 
resni (1,1) +1 


(jme (pa) 


22. 1 (5)=mx (neZin=>¡=0 b) 


fa)= ns(ž) = le 
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23. ao WS 


c) 12 d) 1 


e) 410 pa2 
RE 


ES 


24. 


25. ro9= (4x2 + 100 +, 
2 
| 2 
26. by=43,1-% 
No 4 
27. a) b) 
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29. 


e)y=2 F E A 
2 
3 JS 
2 
cos Y 25000? 


| 9 9 
A=x q 4rº — x* 


a) 
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-1/2 


d = E qm? +1 
m 
13 
4 
2 
V= "Th | y? — ua 
4 
b)h(2)=4 


2.2 


41. 


42. 


Quadrado 38. Divida em partes iguais 


40.107 so 14443 324 
m+4 m+4 : 9+443 9+44 
2 2 2 
ajx- 19" ty = 1" b) (>) +(y-3) 
e “de 
2 2 2 2 
o(x+5] +y = (+) d) (+=) +[y-3) -| 
4 i | 2 
a)3 b)0 at ne eri pat 
i 3 3 i 3 
2 
a)y-3=2(x-— Douy=2x+1 AA A 
l 
c)y=x+3 d)y = =—x 
2 
3 
a)y=-—x>+3 pp= As an Ei d)y= x — 
3 3 3 2 
2 l 
e)y = ——x y=-—x+1 
i 3 e z 
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b) 


o 
o 


e) 


h) 


g) 


J) 


i) 


2.4 
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g (x) 


IF) + =0 
e)f(x) + g (x) TS 


a)h(x)=3x+7 b)h(x) = 
d)h(x) = -4 + 18x — 17 
Dho)=-—Q+ 1x —l 
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= — 1 para todo x 


2+? dh()= 


e) h(x) = 2 
y= 


g) h(x) = 4x? -x 


x? +4 
x? +1 


hha) = xxĖėl 


3. aJA=1(xERIx*-5)h()= —— 
x+5 


b)A=(xERix<-loux=z1),h(x)= Jx? =al 


lx+ A 
c)IA=(xERIx=<-—40ux> 3), h (1) = È e: 


pr 


d)A=(xERIx*0ex%1),4 (x) = pe 
x = xl 


e)A =]-0, -/3] U[-1, 1] U [V3 , +0Lh()= (1? — 29? —1 


l x-2 ; 
4 d)fO)=— bfa)= E c) fœ) = Vx df =1+ yl+x 
x =] 


3 ; 
e) f(x)=—1+ E N) f(m)=2+VI+x 
x—2 


CAPÍTULO 3 
3.1 
1. a) Em todo p real 
b) Em todo p real 
c) Em todo p real 


d) Em todo p 4 1 


e) Em todo p 4 +1 
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2. a)3 


4x2 — 
3 f0)= = =2x + 1,x + 1/2 


è 4x? —1 
lim —— =2 
x>1/2 2x—1 


4. a)4 
b) 1 


de E SO go x*1 
2 =] (Nx -D(yx +1) vqx+1 


3.2 
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N 


11. 


g) ¥ e> 0,x >0, Vx —y/0l<es!lxl< €. Então, dado € > 0 e toman- 
do-se ô = é, para todo x € Ds(x = 0) 


Ix—-0|I<ô>Iyx —V0I<e6 
logo, f(x) = /x é contínua em p = 0 


h) Y e>0,1-e<Yx <l+eo( “e <x<(l + €). Dado e > De 
tomando-se 7 = ](1 — e, (1 + a 1 EI, 


xEl=1-e<Yx <1l+€ 


logo, Vx é contínua em p = 1 


Para todo € > 0,x # 0ep +0, 


de E E T lo A 
P b o p pP w p 


Par p>001=ep>0 [e 
P 


A E en p à 
p Xi P l+ ep l — ep 
x l P P 
Então, dado € > 0, e < —, (p > 0), e tomando-se 1 = | ——,——|, 
p l+ep 1-ep 


| l l E Ls , 
pelxel=>-—-e< —<-— + €, logo, f(x) =— é contínua em p > 0. 


P x P x 
Analise o caso p < 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.) 


a la . l l dl 
* Não. Para e = 5 não existe ô > 0 que torna verdadeira a afirmação 


“xXx E Da, lI-=-$<x<1+ 82 fm-2 <f()<f() + E 


. Seja p racional, então f (p) = 1; se f fosse contínua em p, pela conservação 


do sinal, existiria ó > O tal que f(x) > O para p - < x < p + ô, que é 
impossível, pois em ] p — ô, p + ó | existem infinitos irracionais 


a) (xe R |x É Z) 
b) (xe R|xÉZ) 
c) {0} (só é contínua em 0) 


d) (-1, 1) 


a) L=4;comL= 4, f (x) = x + 2 para todo x, que é contínua em p = 2 
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12. 


13. 


15. 


17. 


18. 
20. 
21. 
23. 


b) L=- 

a) 4 

b) -1 

c) Náo existe 
d) 6 

e) 1 

f) Náo existe 


Como f é contínua em 2, para todo € > O dado, existe ó > O tal que Y x € 
D 
f 


2-0<x<2+0>8-e€e<f(x)<8+€ 
Em particular, para € = 1 existirá 9 > 0 tal que2-0<x<2+0=7<f(x) 
Para se ter | f(x) — f (p) | < € basta que se tenha M | x — p | < €. Tomando- 


sed =. ix-pl<ó=slfO)-—f(mD1|<e 


Para se ter | f œ% = f 0) | < € (observe que f (0) = 0) basta que se tenha 
=|Ix-02<eoulx-0I< «e. Tomando-se ô= We, 
ota a TO 


Observe que | f(x) |<| x | 
Suponha que exista p, com f (p) 4 0, e aplique a conservação do sinal 


Aplique o Exercício 20 a função h (x) = g (x) — f(x) 


AFM! a gs y ls A | 2 fix- 11 
X XxX X 
x- l 
b) Observe que a | s1 + — 
z lx] 
c) Dado € > 0 e tomando-se ô = mín A E | 


Ix-1|<ó=]f0)-fMD|<e 


25. Verifique | f (Q) -f(D) |<7|x-1|parax se e proceda como no 


Exercício 23(c) 
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3.3 


27. 


f 


b) | 


€ 
Dado e > 0 e tomando-se ô = mín | Ipl, 77 
} 


[=p [<=] =p"|< e 
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2. a) 12 
by 1 
24/3 
c) 2 
3. Não é contínua em —1. Em 0 é. 
4. a) 2x 
b) 4x+1 
c) O 
d) -3x2 + 2 
e) 1 
” 
ys 
f 3 
3 
5. a) E b) O de d) 3% so f L g A h) O 
E INP” ANP 
3 - - 
D> DN? 03p? map np"! o) E p) mE 
7 n a) pn—1 4 
2 
WI ==" m2 =3 
p 
6. i G, 21 
Como lim (x^ + x) = 2, tomando-se e = —... 
x51 3 
8. o f(x) 
Tomando-se € = 1, existe ô> 0,0 <|x— pl< ô> a el; 
gtx 
logo ... 
10. Sugestão: | f (x)- L|<1=|f(x)|- |L |< 1 (Por qué?) 
: eme Ve>0,358>0 
a o agp E o <Ix-pl<ôsIf(W)-Li<e 
Ve>0,36>0 
0<Ix- pi<ó=>I(f(mM-L)-0I<e 
o lim [f(x)- L]=0. 
x> p 
1. a)1 
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3.5 


b) -1 
c) 1 

d) 0 

e) Náo existe 
f) Náo existe 
g) 1 

h) 1 

i) 2 

j) 2 

D1 

m) Não existe 

2. É falsa 


3. Não, pois f não está definida em 1 
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3.6 


2. 


12. 


3.8 


2 
3 


g 


E fi - 8(x) 
O. | Sugestão: Verifique que -ix s © <|xÊ,x%o0. 
N x 


b) 0 
a) O 

b) Não existe 

a) 0. (Observe que | g (x) | = $4) 
b) 0 

b) 0 


Sugestão: Para (=): 
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0) -2 

p) 0 

q) =1 

b) 0 

a) cos p 
b) -sen p 
c) sec? p 


d) sec ptg p 


CAPÍTULO 4 


4.1 


a) O 
b) O 
c) 5 
d) 2 
e) 2 
Pp 2 
9) 1 


e e l : | l 
i) lim E CPR = lim Pl 3 = 0- 
x—o+0 X (l + > + ; ) x5+0 A l +> + 5 


X A” X xX“ 


yO 
Das 
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4.2 


2. 


p) 0 


q) O 
r) 0 
(xt +3) /x+1+./1+3) —2 
lim — - -- - = lim === 
x>+0 yal + yx+3 x> +a x+1 + y x+3 
4 
= lim B r i T =0:(-1)=0 
*>+2 vX pp + 
V x yN xX 
HCL) 
O. (f(x) = J -g(x)). 
g(x) 
a) 1 
2 


b) Aplique a definição de limite com € = 


a) O 


a) +00 


b) —oo 


DO 
m)0 


ES 
4 
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2. Dado €> 0 e tomando-se 3 = €' y: 


3. ao 
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> 
A 


O 


s) —90 

9. Aplique a definição com €= 1 

4.3 

1. a2 
b) +0 
c) 1 
d) 0 
e) 2 
po 
g) +% 
h) 3 


A 
a 
> 


= 
~ 


to | — to | to 


D 
a œ|- 
Nu 


~ 
> 
o | = w| = 


4.4 
1. a) O (Observe: -|x|<f(x)<|xl].) 


2. —1 + y5 
9 
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4. 2 


5. 2 


; : l l PEN 
6. Seja f(x) = sen — e considere as sequéncias 


X 
l 2 
1 b —. Verifique ue 
"ont ” (4na+D7 A É 
lim f(a,) + lim f(b,). 
n— +% n — +% 


CAPÍTULO 5 


1. 
2. 


Ww 


f (1) = —1, f (0) = 1 e fé contínua em [-1, 0] 


Verifique que f (x) = x? — 4x + 2 tem uma raiz real em cada intervalo [-3, 
Se], [0, 1] e [£, 2] 


—, 1 |} | —.— ]e|—.— 
2 2 4 2 8 


X 
- a) J (x) = ma é contínua em [-2, 2]; pelo teorema de Weierstrass 
x2 


existem xy, X> em [-2, 2] tais que f (x1) < f(x) < f (x2) em [-2, 2]. Assim, f 
(x) é o valor mínimo e f (x) o valor máximo do conjunto 


| 2 Ers | 


.a) Seja f (x) = a + bx + cx + d e suponhamos 


a>0. lim fœ)= +0, lim f&œ)=-— 
x= +9 x -}— %0 
com x, < x», tais que f (x4) < 0 e f (x,) > 0. Como f é contínua em [x,, x2] 


00 . 
` logo, existem x, € Xx, 


. SejaJ=[f(x)|x ED 


1.º Caso. J não é limitado nem superiormente nem inferiormente. 
Para todo m real, existem x, e x, em I com f (x1) < m < f(x). 

Tendo em vista a continuidade de f, pelo teorema do valor 
intermediário existe c entre x, e x, com f (c) = m. Segue que J = R = ]-oo, 
+oof. 


2.º Caso. J é limitado superiormente, mas não inferiormente. 
Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em ]-c0, M[. Existem x4, x, em I, 
com f (x1) < m < f (x2) (por qué?). 

Pelo teorema do valor intermediário existe c entre x, e x, tal que f (c) = 
m. Segue que ]-c0, M[ C J. Por outro lado, para todo x em I, f (x) < M. 
Logo, se, M não for máximo de J, J = ] -œ, M [; se M for máximo de J, J 
= ]-o, M]. 
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Analise os demais casos. 


11. Se f (0) = 0 ou f (1) = 1 nada há o que provar. Suponha que nenhuma das 
situações anteriores ocorra; aplique o teorema do anulamento a g (x) = f 


(x) =X 


12. Suponha, por absurdo, que existam u, vem [ a, b ], comu < v, e tais que f 
(u) > f (v). Se f (a) < f (v), pelo teorema do valor intermediário, existe c 
em ] a, u [, tal que f (c) = f (v), contradição. Se f (v) < f (a) < f (u) ... 


CAPÍTULO 6 
6.1 

1. a) +% 
b) 0 
c) O 
d) 0 
e) = 
po 
g) 0 
h) +00 
i) +00 


j) +00 


by 


a) b) 


d) 
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6.2 


8) 


f) Náo existe 
g) 0 

h) 5 

a)x>-1 
b)x<-10ux>1 
c) x<0 

d) xz0 
e)x<-1(oux>1) 


f x>0exz1 
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h) 


6.3 
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e) e 

f) 1 

9) e? 

h) e? 
2. Sugestão: a" = e" In a 
3. a)? 

b) 0 

c) In5 

d) +0 


CAPÍTULO 7 
12 

1. a2 
c) 2x 

2. 2 

3. a) 3 
b) 3 
c) 3 

4. a)3 


b) 1 
4 
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14. 


15. 


7.3 


Y 1 


Cc) x-6y+9=0 
d y=x-1 


Ñ 


dida di e? Dado dE e dC is 
xe (x + 1)* 


> 
La! 


p= | 288 x<1 
==  (-liéx>1 

l l 

lim 800) — 8 lim g(x) — g(1) 


EE y x=1 x = 1 x—1 


b) 0 
b) Náo 


a) 5x! 
b) 0 
c) 80 


3 
jo  b)100x% J-5 dx JS P- 
X 


x 
g)1 h) —3x > 


l 
y=-—x+1 4 y=-—2x+3 
A 


2 
= 
tn] — 
S 
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7.4 


7.5 


.y=x+1 
.y=x-1 


a) 2* In 2 
b) 5* In 5 
c) mr Ina 
d) e 


a) 


x In 3 


a) cos x 


b) «2 


a) sec? x 


b) secxtg x 


5. Y=X 


a) —cosec? x 


b) 
6%x 

b) l 
OS 
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x In 7 


d) — 


7.7 


b) -2 


7. a) —cosecx cotg x 


b) - 2 
l. a)óx b) 3X + 2x 
— 2 
e) —6x 5 
SINX 
. 3 
x4 + — 
i) 2x > * p 
m) 18x2 + 75 
3 3x2 
2. y =2x 
Ya 3135 
3. a) E a | 
2 2 
4. 


c) 9 — 4x 


24x 


gapt 
24x 
h) e Te Z 
XT 
ptes 
> 


n) 206 + 3bx + 2cx 
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b) +% e —o0 


9 
1— xº 


a) (x? + 1)? 


|— x 
o E 
24x (x + 1)º 


3x — y x 


6x yx 


b g (x) >0em]-1,1[ 


g (x) <0em ]-o, —1[ 


e em ]1, +0o[ 


c)0 


a)f' (x) > 0em Jar 


h) 


w |u 


| eemi, +of[ ; f’ (x) < Oem i 


b)f' (x) >0emR 


x2+2x+1 15x? — 18x — 15 


E | 
(x + 1)? (5x — 3)? 


| l 9x2 


4x3 (3-x2)—- 7x2 +3 
44x3 (12 + 3) 
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Y | ùn 


(x— 1) P 2 Vx p (x? + 2y 


í 


e (x? + 1) sen x + 2x cos x 


9. a)6x—5senx b) c) sen x + xcosx 


(a? +1)? 
x—(x+ 2; -3 x— sen) 
d) x [2 EEEE 2 tgx dd 1) sec* x (cos x Se) 
tg? x (sen x + cos x)“ 


sec [Ste xr 2 ig 3] 


5 
h) sen x [2x — 1] + cos x k + 1] 
(3x + 2)? 


8) 
i) | D-3senx+5secxtex Dcotgx-—x cosec? x 
2X 

sec x 


m) 4 sec xtg x — cosec? x n)2x+3 tg x + 3x sec? x 0) 


_ x(x + 1) cos x + sen x l + x cotg x 


p) q) 


a] > 
X” sen” x cosec x 


r) cosec x e $ + x )cotgx s) PATA e ibi cd a 
24x (x—cosx)* 
10. a) (2x- 1) sen x + x? cos x 
b) 0 
c) (6a — 1) sen (3a) + 9a? cos (3a) 


d) (2x? — 1) sen x? + x* cos x° 


f'(x)<0em IE Sm | 


4 
X 
12. ajxe [2+x] b)3+ 2 c) e“ [cosx — senx] d) a 
Xx [=e] 
e)2xlnx +x + 2e pe. g)5x [1 +2 nx] 
[x In x]* 
Ae 112 n x 
h) e E 4 i) l ai x s xe 
(x* +1) É a (x +1 
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14. a)e* [cos x + x cos x — x sen x] Dx [(1 + Inx) (2cos x — xsen x) + 
+ cos x] 


x 2 2 
c)e [senxcosx+ cos x — sen x] 


d) ex E + (1+ x) (tg x + sec2x) 
NJ 
7.8 
L DF) = 160 + 2, f "(x)= 482 e f" (x) = 96x 
1 2 6 
b (Q)=——. "n= e Mx) = ——- 
F E FU) Si PU) -4 
, 3 r 12 Hr —6 
c)f'(x) = 10x + AS (0) = 10 — 5 e f(x) = 60x 
df o) = X — 6, fx) = 18x e f(x) =18 
- = 0 2x sex =0 2sex>0 
= Xx SO X = , ás n = 
e) fo) = Lã sex<o fœ% de se x<0 Po laa se x <0 ° 
f” œ) = 0 parax #0 
= x? sex z0 , y 3x? sexz 0 7 = 6x se x=0 
2: a) f(x) = < aai a O= sia aei ef (x) = Le sex<0 
; 2x +3sex<l is 2sex<l 
DIO = 15 sex>1 *£(0= l0se x>1 
n—1 
(—1) 2 cosx sen for ímpar 
3 af a) = e Drº = n 
(—1)2?  senx sen for par 
n+1 
=1) 2 sen x sen for ímpar 
OF (x) Z ( ) p 
(—1)2 cos x sen for par 
HFRS e Dix” 
7.9 
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7.11 


by 
. 


t 
. 


a) Y =152+6 b)%__1 _3 ga. 1. 
dx dt 54 r dt (t+1) 
d) Y =cost—tsent y AAA dx =PeL(3+" 
dt du u (In u)* dt 
A 2 A 
g) ds e. [te t + n. f] h) dy _ 3x“senx a +1)cos x 
dt dx sen“ x 
¡y D _ sec u [1 + 3u tg u] d 3 4 
du 3/12 dt A no 
D) de = el [cost — sent) m) de 101 e n) av = 47" 
dt dv E dr 
0) dE = p) dE = mv q) du = — 12a 6b 
v dv dx xB xl 
3 = 
aj o Crea b) 9. 
24x (x + yx) 8 
8 
36 
+)=t| 14+ 
a SO q) 2 
dx (x+ t)? dxis= 9 
a) 6x 
b) 2 cost- tsent 
12 
obs — 
E 
d) | 
Í 
e) -2e' sen t 
P e* (12-2x+2) 
x? 
a) 4 cos 4x 
b) -5 sen 5x 
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d) -8 sen 8x 
e) 3t cos t 


f 2 
2t+1 


g) e” cost 
h) -e sen e 


i) 3 (sen x + cos x}? (cos x — sen x) 


' 3 
J) - 
2 y3x + l 
>) Tá - > 
| x+1 m)=5e * n) e 
3 (x +1) | x—1 


p) —sen x cos (cosx) q) 8r (Ê + 3) r) —2x sen Ê + 3) 


+ es 
s) DE ci t) 3 sec? 3x u) 3 sec 3x tg 3x 
2 y x + e” 


2. 10 
3. 4 
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4. ae” (1+3x) b) e* (cos 2x — 2 sen 2x) c)e “(cosx— sen x) 
2 ) 4 


d)e 7% (3 cos 3t — 2 sen 3t) e)-2xe" + A 
2x +1 (el + e ty 


de 5 sen 5x sen 2x al 2 cos 5x cos 2x hae ati E Ze") 
sen” 2x 


l 


FA = e” | 2xln(1+ 4x) +— == 
( ) D | (1+ yx) TRES 


2 E =g * 
3 (sen 3x + cos 2x)” (3 cos 3x — 2 sen 2x) m) l 


2er te 


1 4x Jx + evx 2x 
y CM 0) == pin et 1) PES 


yx? Ad 44 x3 + xen 


6x [In (x? + DÊ 


2 2-3 3 
5 r) sec x s)—9x cos” x sen x 
x* +1 


q) 


3 
, ] (1+21) In (3 + 1) — 
sen + 2 con 2 tl 
e ES u) e 


t) — CC E ASS A 
sen? x [In (3t + 1)]º 


5. a) —25 sen 5t b) — 16 cos 4t c) —w? sen wt d) ge 3 
X 2 TENE, 
erza ) 2 (1— x?) h) 2 


e)2e Qe — 1) SN OA A 
P (x + 13 (x? + 1) (x— 12 


2x (x? — 3) 


i) e™* — qe 2 j) € *(4 sen 2x — 3 cos 2x) D : 
(1? +1) 


m) ES +30 + 3x +1) n) 7214 sen 3x + 3 cos 3x] 
A (x* + x) zE 
0)4e “(x—1) p) —cos x cos (cos x) — sen” x sen (cos x) 


q) 8x2 + 30x? +24x+10 peT gy 2(x2—3x2+1) 
(x? — 1y x? TETES 
3 4x +12 
) (243) [12 +3 u) 93x +27 
7. 8 
8. 11 
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12. 
13. 


16. 


23. 


$2 

1 0u 2 

a) 3 sec? 3x 

b) 4 sec 4x tg 4x 

c) -2x cosec? x? 

d) sec? x sec (tg x) tg (tg x) 
e) 3xº sec x’? tg x? 

f) 2x sec? x? es x? 

g) —2 cosec 2x cotg 2x 

h) x° [3 tg 4x + 4x sec? 4x] 
i) 3 sec 3x 

j) -e* sec x? [1 — 2x tg x°] 
D 6x (x° + cotg x°} (1 — cosec? x?) 
m)2x [tg 2x + x sec? 2x] 

b) 7 


c) y =2x-1 
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la AR b) 212%? In2+2-32% In3 


na 


2x 


c) 2:32%+1 In 3 + — —>— 
(x* + 1) In 2 


2x 
d Qx+1* | In(2x+ D+ 
¡Bl ) | ( ) =a 


sen 3x 
e) xsen 3x ES ICA ami 
X 


P) G3 + cos x)" E (3+ cos x) — rre) 


3 + cos x 
x ; 2 1 x? +1 
g)x [(1 + In x) sen x + cos x] h) x +*1|2xIn x + 
x 
D=-4+0) “In(l+i pao + 10%n 10 
7 3. 
D (2 + sen 005 3x [= sen 3x In (2 + sen x) + suroni | 
2+senx 
z x 
m) NT A n) (1+2) m(1++)- l 
l+ x* X É 1+x 
0) ela + In x) In x + z p) ax” l4 nlnm 
a 


xX 


D+ 


ex 
-c*n(l+xy+ 
I+ x 


3 JH hnetD +r t2] 


b) 2x (1+ ey In(1+e)+ x2(1+ ey ex 
c) (4 + sen 3x In (4 + sen 3x) + x (4 + sen 3)" ! (3 cos 3x) 


d) 2x (+) In (x +3) + x2? (x + 9] 


e) 2x (3+ q)? In(3+ 7) f) 27x (q + 197" l 


7.13 


-1+ ¡—4x? + 4x + 
2. AI 3: 


ejo 
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7.14 


7.15 


un 


11. 


dy x dy 2] dy y” 
QI == b) — =— + = _—_=- . 
dx y dx y + dx 2xy + 2 
e 2 TEL A po Jo 
dx  1+5y? dx 4y dëi ESA 
E aus O E E T E A 
dx y +1 dx a ade dx xe) + x 
po 98. 10 8 
dx xy 2 dx 5-seny-x dx  2+cos y 
| Xox , yoy 
y=-=—x+1 + ==] 
i 2 a? p2 
3 
a)l b)y-—l=—-—(x—1) 
7 
= + 3) 
- 5 E mi 


a) dy = 3% dx 


| 


(x + 172 : 


c) dy = 


a) dA = 2l dl 

a) dV = 4nr? dr 

a) dy = (2x + 3) dx 
b) (dx)? 


a)2-2t 
b) -2 


c) v (t) > 0 em [0, 1[ 
v (t) < 0 em ]1, + 


b) dy = (2x — 2) dx 


l 
a dx 


d) dy — 
E Rb 
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a) | 
7) 


b) 0 


a) v (t) > 0 em JO, 2[ 
v (t) < 0 em ]2, +oo[ 


b) a (t) > 0 em [0, 1[ 
a (t) < 0 em ]1, +oo[ 


c) =00 


a) f(t) > 0 em ]-oo, —2[ e em JO, +o0[ 
f(t) < 0 em ]-2, O[ 


b) f” (t) < 0 em ]-o, —1[ 
f"(0 > 0 em ]-1, +o0[ 


c) +00 e —00 


d) 
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8. a)f'(t) > 0em ]-2, 2[ 


f'(t) <0em ]-—o, —2[ e em ]2, +00[ 


b)f"(t) > 0 em ]- 412.01 
eem ] v12, +0][ 


f"(1)<0em]-w, — 412 [ 
e em JO, V12[ 
9. a)vo et 
c) —ypke E 


ey YO 


10. c) 


d) 


11. Ponto de abscissa x = = 


15. (—2,1) 
17 Ma 
` 2 
dx dy 
19. — = 1— cos e — = sen 
dt dt 
7.16 
1. a)y=-—3xe =la 
. Íxe y a 
1 1 
c)y=-2x1+3e y=>x+— 
: 2 2 
2 pa 
E 2 16 
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12. EN 
(101)4 
16. e 6 
"55 

18. A (m/s) 
1007 


b) A aeee —12x + 98 
j 12 3 


dy=2ex=1 


3. y=6x-—2o0uy=6x+2 


7.17 


==) _25 5 E ip y= 2 
ARA Y 0 A O 
3 
a) (1,1) hy=-ta +? 
2 
y= —3x0u y= —4x 8. (0, 12), (-2, -12) e (+=) 
2 16 


Pontos de abscissas 5 e 2 10. y= 
3 


mea ali 12. 
3 3 
El 14. =] 
y=-x+— 01 y= TRA 
4 


mi pð DO OO P 342 
a == 
a 9 C e 4 


l 3 
a) 4 Jx 4/1 + Nx b) 1 + 9x? 
d) (2 +senxY | In (2 + sen x) + — ETA 
2+sen x 
2 12—1 
e)secx fe [21 sen31+3c0831] g) In- eT 
t4 


3x? + 4x — 1 E -tt 
h) 2D al 1) (12 +1 J) 


ese nx [x sec yx tg Vx —2] 


l) sec x m) 
21? 
l—x ze 
3 — (2—3/x)2 
ote x E 1] 2 ) ds 
g P X yl — Y q 3! x 
1 aa 
Ts Essa E t)-6e cos 3x 


2x cos yx 
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3x +2 


J2 
go h) 


(a, b) tal que b < a? 


== 


i) l 


c) 511 +2x? In 5] 


E 


41* 
tt —1 


. Ix(4 + x?) sec? 3x+(4 — x2)tg 3z 
(x? + 4)? 


n) ex x*(1 + In x) 


12 In 2 
r) (9% + 27%)? 


3 cotg? ax 


> 


O oo o a 


10. 


11. 


21. 


22. 


23. 


to 
tn 


y COS xy = 
b 
xte 


AN eT Ee 
) 37º.+ X COS xy 
Ey y 


y sen x — COS y 
> y- xy* —1 


COS x— x sen y 


«x+ty=20oux+y=-2 
. x+4y=90u-x+4y=9 
.x+ty=-1 


- 0,5 m?/s 


0,064 7 m/s 


= 


0,3— 0, 4rh 
fa didi tia 
r2 

0,1 


——— cm/s 
3 


. 0,003 m/min 


l 
ada = — 
3 


a) 2x? +2 

b) 4x + 4x 
a) cos (sen x) 
b) -x° 


c) 2 In (12 +1) 
1+[In (x? + DP 


2 (px2y2 
d) 2e% e! ) 
a) cos (sen x) cos x 


b) 1 


a) X= —9x b) — 


a 
N 

> 

to |O 
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27. 


28. 


29. 


a) h"(0) = -9 cos 3t f'(cos 3t) + 9 sen? 3t f "(cos 3t) 
a) y +22 y 

b) 3 

a) cos y + (x + sen y) (cos 2y — x sen y) 


DO 104 
9 


P (x) = P (1) + P'(1) œ — D+ PD ( 


3! 


P()=6+5SG-—1D+3-— 1 + (x — 1y 


3 ; 
z= 1), ou seja, 


41. 


CAPÍTULO 8 
8.1 
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10. a)y=In(x+ x? + 1) 


b) 


11. 


8.2 
y | 
2 23 
1. ajarctgx+ se 5 y _ A d) i 
l+ x4 ll — 9x2 dI— x6 l+x 
y s V E 
6 x 
e) ———— N) —_——— a g) ex | 3 arc sen 2x + > 
1+(2x +3) 1 — e2x 1 — 4x2 


2 — 
h) 3(1+ 16xº) cos E arc tg 4x i 4 sen 3x i) 2xe "e tg2x 1+ Xx 
(1 + 16x4) (arc tg 4x)* 


x 
E tg x+ ES | cos 2x + 2x arc tg x sen 2x 
e 


J) 
cos? 2x 
3x l 


(1 + x*) arc tg x 


—e™* arc te e* + ——— 
| 8 | + e2x 
m) 


y ; 2 
| tg x—€"* arc tg e* sec” x 
2 
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3. g()=-—eg”(1)=- 


| 
2 


4. b) oJg(D=1,g(D)= 


| 
1 + 3 (g (1)? 


5. b)g(x)= c)e'(0)=1 


CAPÍTULO 9 
9.2 
1. a) Est. cresc. em ]-oo, 0] e [2, +oo[ 


Est. decresc. em [0, 2] 


718 


b) Est. cresc. em ]J-o, —1] e 


o 
3 


Est. decresc. em = k = 


c) Est. cresc. em ]-o0, -1] e [1, +o0[ 


Est. decresc. em [-1, O[ e ]0, 1] 


2 


Est. decresc. em 


d) Est. cresc. em E +00 | 
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e) Est. cresc. em ]—%, Of e [ 22, +oo[ 
Es 


. decresc. em JO, 3/2] 


— 


f) Est. cresc. em ]-oo, -1] e [1, +oo[ 
Est. decresc. em [-1, 1] 


Observe que f (0) = 0. 


g) Est. decresc. em ]—%, -1] e [1, +oo[ 
Est. cresc. em [-1, 1] 


h) Est. decresc. em ]-oo, 0] 
Est. cresc. em [0, +0oo[ 


i) Est. cresc. em R 
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j) Est. cresc. em ]-oo, 0] 
Est. decresc. em [0, +oo[ 


D Est. cresc. em [-In 2, +oo[ 
Est. decresc. em ]-oo, -ln 2] 


m) Est. decresc. em ]-oo, O[ e em ]0, +o [ 


n) Est. cresc. em [1, +oo[ 


Est. decresc. em ]-oo, O[ e JO, 1] 
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9 
x) — x2? +1 » 


X 


Observe: 


1 
o) Est. cresc. em A 2 
2 


Est. decresc. em Ea, = | e 


[2, +00[ 


p) Est. cresc. em [-1, +oo[ 
Est. decresc. em ]-o0, —1] 


q) Est. cresc. em ]-oo, 0] e [1,2] 
Est. decresc. em [0, 1] e [2, +00] 


r) Est. cresc. em [1, +oo[ 
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Est. decresc. em ]-oo, O[ e JO, 1] 


s) Est. cresc. em ]-00, 0] e [2, +00[ 
Est. decresc. em [0, 1[ e ]1, 2] 


Observe: g (x) = E + _ 
2 EM mi 


t) Est. cresc. em JO, e] 
Est. decresc. em [e, +oo[ 


u) Est. cresc. em ]-oo, 0] 
Est. decresc. em [0, +o0[ 


2; [=2;=1] 


3. Cada um dos intervalos [-3, —2], [0, 1] e [1, 2] contém uma raiz. 
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4. a<-270ua>5 
5. a) +0 
b) O 


c) +00 


d) 0 
e) O 
f) +œ 


6. a) Est. cresc. em ]-oo, O[ e [2, +oo[ 
Est. decresc. em 10, 2] 


b) Est. cresc. em [e *, +oo[ 
Est. decresc. em 10, e !] 


c) Est. decresc. em JO, 1[ e ]1, e] 
Est. cresc. em [e, +oo[ 


d) Est. cresc. em [e”!, +oo[ 
Est. decresc. em 10, e 4. 
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9.3 


1. 


a) Conc. para cima em ]1, +oo[ 
Conc. para baixo em ]-oo, 1[ 


Ponto de inflexáo: 1 


| 
9) Conc. p/cima em l E +00 | 
. y 3 
Conc. p/baixo em | —0, E 


Ponto de inflexáo: - 


c) Conc. p/cima em ]1, +o0[ 
Conc. p/baixo em ]-oo, 1[ 
Ponto de inflexão: 1 


d) Conc. p/cima em ]-o0, —1[ e JO, +oo[ 
Conc. p/baixo em ]-1, O[ 
Ponto de inflexão: —1 


e) Conc. p/cima em Jln 4, +o0[ 
Conc. p/baixo em ]-oo, In 4[ 
Ponto de inflexão: In 4 


f) Conc. para cima em ]-%, — 42 [e ] 42, +00] 
Conc. p/baixo em ]— 42, 2| 


Ponto de inflexão: não há 


g) Conc. p/baixo em ]—%, — 43 [e] 0, 43 [ 
Conc. p/cima em |— /3,0[e]43, +0[ 
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se x + O 


sex=0 


ba 


Pontos de inflexão: + ./3 e 0 
h) Conc. para baixo em R. Não há ponto de inflexão 


i) Conc. p/cima em Je”, +00[ 
Conc. p/baixo em ]O, el 
Ponto de inflexão: e? 


j) Conc. p/cima em ]-oo, O[ e ]1, +oo[ 
Conc. p/baixo em JO, 1[ 
Pontos de inflexão: 0 e 1 


I) Conc. p/baixo em]-oo, O[ e em JO, 1[ 
Conc. p/cima em ]1, +oo[ 
Ponto de inflexáo: 1 


m) Conc. p/cima em ]—%, — ,'3 [ e em JO, 3 [4/3 [ 
Conc. p/baixo em ]- 4/3, 0[e em ] 4/3, +ol 
Pontos de inflexão: + ./3 e O 


n) Conc. p/baixo em ]-oo, O[ 
Conc. p/cima em JO, +o0[ 
Ponto de inflexão: não há 


o) Conc. p/cima em ]0, +o0[ 
Ponto de inflexáo: náo há 


a) c) 
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Ni - 


e) I) 


m) 


Observe: 


8. a) 10+6b+3c=0€e 
10+4b+cx0 


bb = EA e 11 


2 3 


1. a2 
b) 99 
10 
c) +00 
d) +00 
e) O 
f) O0 
g) 0 
h) e? 
i) +00 
j) +% 
|) +00 
m) +00 


n) O 
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9.5 


728 


2. 


729 


10. 


. 
— 
mí 


730 


— 
tn 
— 
D 


17. 


Obs. Os pontos de inflexáo estáo localizados 


3 
nos intervalos | —— | fo ž] e [2,3] 


9.6 
1. a) 1 é ponto máx. global 
—1 é ponto de mín. global 


b) - é ponto de máx. global 


c) Não há ponto de máx. local nem de mín. local 


d) 1 é ponto de máx. local 
2 é ponto de mín. local 


e) _ 


é ponto de mín. global 


to | 


f) 1 é ponto de máx. global 


9) 0 e 2 ponto de mín. globais 
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10. 


` Tangente no ponto de abscissa p = — 


* Base 


1 ponto de máx. local 
h) Z : 

4 ponto de máx. global 

rt ponto de mín. global 


i) -1 e 2 ponto de máx. globais 
0 e 3 ponto de mín. globais 


j) a é ponto de máx. global onde « é a raiz da equação 1 — x° sec? x = 0. 


I) -1e 1 ponto de máx. locais 
0 e 2 ponto de mín. locais 


m)2 é ponto de máx. global 


n) O é ponto de máx. local 


E 
— é ponto de mín. local 
E | 


0) 


> 
Vo z £ 
— “> é ponto de máx. local 


ER E 
—— é ponto de mín. local 


* Quadrado de lado A 


to 2 nj- 
N| 


zo 


> 
Z 
9%) 


o [E 


- 
~ 


a | 3 


3 


— e altura ./2 


N y» 


9 
Raio da base q e altura 3 — 
Y 3m Var 


732 


11. 
12. 


13. 


y—2= = 3/2 (x-1) 


x 
ar, B 


(1, 1). O coef. angular da reta que passa por (1, 1) e (3, 0) é - — e o da 


l 
2 
reta tangente em (1, 1) é 2. 


22, 43 
x=— 
3 
23. q=10eL,: =L(10) 
à D) NG) 
a y =-2px +1 + p’ em que p= + ou p = — Í 
2 2 
> A 
25 a +)ou su e +] 
2 2 2 a 
26. pi 27. p= Né 
2 8 
28 


|u 


* É o retângulo em que 


e 
aa 


„0 | é um dos vértices. 


30. _ ; 
E o retângulo de vértices (p, 0), + o} p p e | l p | 
p 
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9.7 


9.8 


1 


A W 


D y 


onde p = 4/3 — 242. 


a) —1 e 4 pontos de mín. local 
0 ponto de máx. local 


b) 


> 
— ponto de máx. local 
3 


c) 1 ponto de inflexáo horizontal 


d) -1 e O ponto de máx. local 


— — ponto de mín. local 


e) 1 ponto de mín. local 


f) O ponto de mín. local 


E 
— ponto de máx. local 
5 


me 


f(-2) = 7 valor máx. 
FO) = — valor mín. 


f (+2) = -27 valor mín. 
f (1) = 0 valor máx. 


f (53) valor mín.; f (72) valor máx 


(37) 
Í | A | valor máx.; f(0) valor mín. 


. f(-1) valor mín.; f (0) = f (2) valor máx. 


f E | valor máx. 


Não possui valor mínimo. 
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CAPÍTULO 10 
10.1 


2. y= e” 


X 


| 
2 


y=2e 


y= ——ev2x 


a 
2 
10. y=e* 

1. a) y=42x? +1 
b) y= el- cos x) 
10.2 


” 7 
NE 


L a) Č +k DIx+tk © 
J ea 


dis da 


+ x+k 


x4 4 i 
e) —+k f +? +3x+k 
4 4 


É q 3 
dy% +k D> 
g a 2 


, 
a y? 
n) ad +bx+k o) x3 <= 


15 s 


3 f 
q) 21nx-—>+k Na! +3x+k 
x 


9 

xe 

A O —+Inx+ k 
2 3x- 2 
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9 
f A XA 
Yaxt D = +lnx+k 


x 


pedi E 
3 2 


~ h 


x? 
h) — — m 
2 2x2 


Ayi 
m) 2x + — Y x5 


~ 


2 | 1 
Pp) 2 Nx —— +k 
3 xX 


2 
3 a) Ze +k b)-e *+k c) ++ d) + sen 3x + k 
1 1 Pj w 1 _»” x? 
e) —— cos 5x + k PH —e* —-—e "+k g) —-—cosx+k 
3 2 2 3 
h) 3x + sen x + k i) (e =e dk J — ex +k 
D == cos 3x + 5 sen Sx+k m)Inx+ el +k n) —2 cos + + k 
x 334 2 
o) 3s ER p) Na! + sen 3x + k Dti + 
-x e Sa 
Ni é “PR GAO 
l X 
A A E E EE 
3x2 y? x2 
a)y=""-x+2 b) a e c)y = senx 
E 2 j 4 2 4 
2 > 
À recados e) id Hy=-e*+2 
` 3 3 j 4 4 
ó. E b)y=3x+Inx—1 
x 
3 
` — 5 l 
dy= EU E d) y =1n x-—+2 
2 2 l X 
7. - 
a) O 
2 
b) x(2)= 10 
c) a(t)=1 
e 9. xD=x+vot+ EL 
2 2 
2 t? 3») 
10. ax=f +3 +2 a e nao AL 


- 1 
d)x=et+t à IE E PR 
4 4 9 3 


g)x = arc tg f 
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11. a) b) y = cos 2x 


c) y=e*-1 


CAPÍTULO 11 
11.5 
1. 7/2 


A: A e p 
N 


o g 
co 
~ 
Y 
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10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


3/4 


738 


¡an 
. 


DERA 39. 
2 

=a 

2- v2 44. 

2 

To 483 

6 In 

> q 

4 4 

3e — 1 

1+1In3 


139 


T 
50. In2 
T 5 
— NE. 
4 
d—>x 

4 


46. (1 008 5) 


~ 


51. 1n2 52. 
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6. Área=1 
01 2 
8. Área=21 


15. 


17. 


Área = 2 ( 42 


+ la 
la 


Área = — 


= 1) 


741 


1 
i 
1 
1 


18. Área == (12 43 — T- 12) 


w la 


23 4 ! 
l: a) m b) Lon c) bis d) 68 e) E P a 
6 15 9 4 16 
10 5 q da y a 4 
— h)3hn> ) > [ef -1 —[e-1 I) == 
8) a ns i z" ] Dale ] T 
y 2 
m) — n) — In 2 0) — p) A q) — In — r) O 
s) ELA £f) — u) aii 
192 10.302 429 
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2.3 
3. 5 
2 
4.0 
5.0 
9 y A, l 
6. a)= b) —1n 5 cy E lo 
3 2 2 
-4 3.3 243 
É ge ge ml aaner 
3 12 4 E 
343 —1 3 5 1 8 
Ea == É 5 À ja ta 2 — 
P E 955 Y 15 ¿de Ds l 
76 4ln2 58 : l 
1) 15 m) 5 nj0 o) 15 P) 54 4) 334 
r) EO 5) M t) 11 u) EL 
2 24 24 24 
1. a) 6J 
b) 4J 
c) -1J 
d) 0 
3x? 3 
2. a) —3x dx = a — a mo. logo E a vi => 
| 2 2 2 2 
b) 13 
v2 
c)1e-1 
d)|x|=1 
e) Oscilatório 
3. b) J5 e-45 c)x=0 d)lxi= 45 
V1 0 | 9 | EF | ERES fam 
4. ajlvi= 140 — x“ b) 4 c) 40 d) 40 e —./40 


5” 
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| l 
5 v= jl- — 
t S 
a l 2 l 2 — A 2 
6. ma dx = — mv“ — — mvg OU 2a (x — xo) = v^ — vo. 
Xo 2 2 
vê 
T aa 
2g 


l > 
8. a)v)2-—=y2-1 
b 0 


b) v =1 
3 27 -3 
10. Í E AR, 
0 4 
3 42 
ll. p= 
2 
b) O 
—] o 
12. Í Rs j 
-2 (4+ x2) 4 + x? V5 48 


CAPÍTULO 12 
12.1 


x2 x6 2h ar 
l. a)3x+k D S +k c) — +k d) x) +k 
2 6 3 


Vx? +k DG + g)-— +k hizt mislit E 
3y. 2 


e) 


ajo 


3 
iae Sasé DF +3inlal+k Dx+Inlxl+k 
x 


m) + 4x + k n) Les tk 0) =5 ex + k 


p) E e —eX+k ginixl-e*+k r) 1 ex — E +k 
2 4 E 


4 l 
Jahid «pé PAS uy 2 dx sk 
y 4 x 2 


2 +3 
In a d Z aa. p In 2 


2 E AR), b) 2 
, - 2 e 4 6 ” 3 
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10. 


a) —cos x + k b) -2 cos2x+k c) = sen Sx+k 


1 1 , 
d) —— cos 41 + k e) —sen7t+k E N3t+ k 
4 7 N3 
9 


O a l 
g) E N E h) TN A EN nE+=sen3+k 
2 4 6 2 15 


cos 3x + k 1) Leba om Tx + k 
3 14 


J) Inlxl— 


| E 


1 l 
m) — sen 3x — — cos 4x + k n) ai cos AR 3x+k 
3 8 6 6 


o)-2cosx+k p) tá sen 3x + A cos 7x + k 
9 49 


E PD 3x + k 
9 3 
3 ~ 2 T 
a) > b) 242 c) — d) — 
4 , 3 4 
l 
b) —x— —sen 2x+k 
2 
l l l 1 
a) —x+-—sen 4x+k b) —x + — sen 10x + k 
2 8 2 20 
1 1 1 1 
c) —x — — sen 6x + k d) —x+—senx+k 
2 12 2 2 


3 3 
e)—x+ z sen 2x + A sen 4x+k f) JE MET 
8 4 32 8 4 32 


g) x=] cos 2x+K h) x +3 cos 2x +k 
a Ml 10 l aa 1 
i) — x — — cos 3x — — sen 6x + k J) —x — sen 2x +—sen 4x + k 
2 3 12 2 8 
2 3 
EE q b) E +1 y E 
16 8 8 2 16 
4 42 


a) -ln | cos x | + k 
b) tgx+k 
c) tgx-x+k 


d) In|secx+tgx|+k 
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12.2 


12, 


16. 


17. 


l 
e) D i Sr 


P o Inisec3x+tg3xl+Hk £) — $ +k h) 5 arc sen x + k 
nº 


2 


, : sec RS l 
e +k —+—te3x+k 
i) e k J) > 38 x+k 


In 5 


Da tie +2Z In eee eta tk m)x+tgx+k 


a) sen 6x cos x = E [sen 7x + sen 5x] b) nes cos Tx ES cos 5x + K 
2 14 10 


a) 2. TR ER 4x + k b) Ro 106 oo x+ k 
12 8 14 2 
l l l 

c) —— cos 4x + — cos 2x + k d) -— cos 6x + k 
8 4 12 

a) sen 3x sen 2x = e (cos 5x — cos x) b) a sen 5x + 1 senx+k 

2 10 2 
l l 

— sen 7x + É sen 3x + k 
1 l l l 

a) -— sen 4x + — sen 2x + k b) —— sen 7x + — sen 3x + k 
8 4 14 6 
l 1 | 1 

c) —— cos 5x —— cos x + k d) — sen 6x + — sen 4x + k 
10 2 12 8 


e) a sen 10x + de sen 4x + k 
20 8 


a) O 


b) 8 
T 


a) 0sem źn; nsem=n 


b) 0 
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—72)4 
és (3x — 2) 4 
12 
ed a 
3(3x — 2) 


a IR 
l. k b) + (3x — 2) +k c) In 3x— 21+ k 


k e) e cos x? +k f) Fa +k 
2 i > a 
l x? T 1 | 4 „l 
g)—e" +k h)——cos5x+k  ¿i)—senx*+k j)—sen6x+k 
3 5 4 6 
D => cost x+ k m) È senô x + k m)2Inix+31+k 


5 
0) q nl4x+31+k p) Mn (1442) + A o) $n 6+6)+K 


1 l | 213 2 | 3 
r) —— s) — J(1+3xº) +k t) — (A+ ež) 
8 (1+ 4x2) 9' ) GA ) 
1 l | e 
= —+k v) PK ie O 
2(x — 1)* cos x 2 
1 1 Li 43 3 1, 13 
2 (1-2) mol c) —1n 3 d) — In — 
2 e 5 2 6 4 
; 2-42 l 1 n 3 . T T 
e) 42 —1 )— h— D=- 1 D— m — 
` dos Dd ”3 gn 8 8 
3 5 4. 6 
3. a) E E y 2 BO g y sen x senx y 
3 3 5 4 6 


d) -2 cos? x+k e) -2 Ja + cos? x) +k 
2 if 23 1 3 
f) 3 16 + sentx) + k g) —cos x + 5 008º x+k 


h) senx— send senda i) 7 tgtx + k J) 5 tg2x + k 


~ ~ 


D A sec? x + k m) Tas x— CA x+k 
3 6 4 
- 3/2 l 
n) —— (3 + cos x)”* + k 0) E Pp) == 
3 COS x 2 cos! x 
O xo sen dx + r) secx + cos x + k 9) Sn I3+2 tg al + 


4. a)2In|x-3|+k 
b) 5ln|x-1|+2In|x|+k 
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c) im |2a +3] + k 


d) x? 


e) x-In|x+1|+k 

f) x+3In|x-1|+k 
9) 2x+In|x+1|+k 
DO a ++ ++ 


| l 3 7 
6. a) —-—Iinlx+11+—Inlx—-11+k b-=Inlxi+—lInlx— 2+k 
2 2 2 2 
| l l | 
c) —Inlx—21+ — Inlx + 21+k d) — Inlx— 21— — Inlx + 2+ k 
2 2 4 4 
e) -8ln|x-1|+13ln|x-2|+k 
f) lnjx-2|+k 
9) -2In|x-2|+2In|x-3|+k 
h) -4In|x+1|+5In|x+2|+k 
PS E ET b) arctg D+ k 
5 v5 - 
10 110 x 3 x 
c) +— arc tg > E FR d) — arc tg — +k 
10 2 V5 y5 
l 2 l 42 3 
e) —m(S+x3)+k D-In(l+4x)-— arctg 2x +k 
2 4 2 
l 2 l E À l 2 3 ; 
2) —In(4+x5)- —actg— +k h)—ln(1+4x)— — arctg2x+k 
2 2 2 4 2 
: : 2 + 2 
i) arc tg (x + 1) + k Dacig(x+ D+ k D — arc tg ——+k 
y5 y5 
2 2 2x 
ba E ad n) — arc tg SAAR o)2artg(x+1)+k 
2 2 43 y3 
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12.3 


10. 


1. 


2 
x” 


l 


1 4 l 
a-———— +k b)—lin(l6+x)+k c)—arct +k 
8(16 + x4)? d T 
di A A e)InlInxl +k T PER 
2 In x 


g)tgx— x +k h) arc senx + k i) > are sen 2x + k 


D -4 J — 4x2 +k D) arc sen A +k 


ER e 3 
m) = VI — 4x2 + — arc sen 2x + k n) 2 re sen >* + k 
2 2 3 2 


0) > arc sen x? + k p) arc sen e! + k q) —2 1 = e" +k 
r) arc sen (In x) + k s) 2arc sen (x + D) + k t) arc tge +k 


u) = In (1 +3e)+k vsen(nx)+k x) q arc tg x! + k 


a) (x- 1) e* + k 
b) -x cos x + sen x + k 


c) e (x? -2x+2)+k 


Di (Inx=> +4 
2 


e) x(Inx-1)+k 


Y 20 [Ir | 
3 3 


2 
g)xtgx + Inlcosxl+ k Elm |+ 
Drp — 2 (Air - D tE pe ER +k 
D) - e“ (sen x + cos x) + k m) == e (cos x + 2 sen x) + k 
la x2 Isa 2 2 
AA —l e” +k a e + cosx) + k 
=x 
p) É (2 ten 2x — 'co8.2x) + E q) —x cos x + 2xsenx + 2 cos x + k 
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2. b) È sec? xtgx + = sec rtga + = Inisecx+tgxl+k 


l 2 2 1 3 3 3 
4. a) —— sen” xcosx — = cosx b) a sen xcosx— ii + dá k 


~ = 


—sí 


5. — (cost + ssenf) + k 


1 + s? 
7. a)l 

b)2In2-1 

c) l T 
—| e2 -|1 
2 

d) l x2e=5x — à xe — 2 es pá 

S Ss” A S` 


12.4 
I. a) $ tare sen 2x + 2x y — 4x2 IE b) arc sen a +k 
c) In (x + 4/4 + x2 )+k d) = are 8 + e) =4]1 — x? +k 


3 2 y, E a 
f) —| arc sen == += 1/3 — 4x? +k 
4 3 3 


g) — larc sen x= x y =x21+k 


h) Haro sen x—x Ji- x? (1— 2x2)]+ k 


i) In Z —| + k 
Lap] eo 
9 x=1 (x-1)/9- (1-1? 
D arc sen E y SO y 
2 3 2 
[) Faça 2x = 3 sen t m) -ê +2x+2=3-(x- 1); 


façax— 1 = 43t 


-1 , x-1 | 142 
Lpf La +k a APA 
2 2 x 


n) 2 arc sen z +k 
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2 E 
2 


3. mab 


13 12 11 
¿EDO RDA ADA 
13 6 11 


7 9 4 9 2 9 
b) 2 (x-1)? += (2-0 42-19 +k 
A ) 5 ) EA ) 
4 2 


c) 2 (Vx — In (1+vx))+k d -——+ 5 
l+ x (l -+ NX jo 


l l 


| 3 
e) — - ——— +k —(2x+1)2-2(21+D12+k 
3(1+19  4(x+0D* ea da 


f | — * ES X 
8) 241 = e" + In uma 


l +k Didi) -Lgr/m2+k 
l + yl ES e* 5 3 


i) > arc sen (x — D-4 [2x -— x? (x+3)+k 


* x+ 2 P, pa 
ya + 0 (E Jaresena+ di 


m) > (arc tg x) (1 +32) — xarc tg x + > In (1 +0) +k 


_ arc tg e” 
ex 


n)(x+ l)arctg x — dx +k 0) + x — 5 In (1+ e) + k. 


6. a Ing+)+ Larctg +k b) Ling +42)- Larctg 2 +k 
2 2 2 4 6 3 
c) 7 mO? + 2r +2) +9 10 tg (+ RE 
3 
d) 2In(4+x+ "= sm arc tg ERTI +k 
2 y3 Nº 


e) In QÊ + 4x + 5) — 3 arc tg (x + 2) +k 


1 2 l X 
—In(9+x)- —arctg — +k 
Um 3.53 
7 ” 
7. 3v2 E 8 4-31n3 
vã 3 6 
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9. a)x=3sent 
b) x=3 sect 
C)x=3tgt 
d) x = sent 
e)2x= 43 sent f)2x= v43 sect  g)2x= 43 tgt 
h) 3 x= v2 sent i) 3 x= 2 sent j) 4/3 x= 42 sect 
Dx-1=u,u>0 


mi+e=u,u>0 


12.5 

Em E 2 SIMI MASIA 
4 x+2 
l 2 2 1 x—1 

3. —Inlx"-4l+k 4. Inl-"-—11+ — In +k 
2 2 x+1 

= 5 ) 

5. PAE e ea 

à Mii E ht 

x=1 


te x+ Lana A ea 
4 4 


4 5 

— => +k 
x—2 Tx De 
9 -3lInlixl+4lInlx— 1l+k 
10. x-Inlxi+3Inlx— 1l+k 


8. Inlx— 21 — 


2 
à Edd is t 
2 x-1 
2 
à Edit Ae il rd 
2 2 2 
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14. 


12.6 


2. 


l 
—arcte—+k 
ys g a) 
l 2 l by 
~n ("+ 9) + — aek 
2 3 3 
xt2mlz-3/-2llx+3IFk 
=> Inlx+ 114 Im 21 k 
2 l 
a) —-—— + + k 
x=1 2 (x — 1D)* 
l 3 2 
b)-— Inlxl+ — Inlx-— 21- — Inlx+31l+k 
6 10 15 
x? l 
de ln nl 114 5 Inlx+ 114% 

2 2 
d) Ż Inlx+2l- 2Inlx-11- —= +k 

9 3 (x — 1) 

l 5 
e)-2lnlx—11+ —Inlx+11|+—Inlx-—2!1+4 
PA a E EP A E 

4 4 2(x— 2) 
PE E EP aj 
x-2 2(x- 2) 
x? 3 35 
Asian SR 
4 4 8 8 
De 


Jj) Verifique o resultado encontrado por derivação. 
6 7 15 


AA É ae — In Ix + 2| + ————— + 
27 27 (x —1) 27 27(x + 2) 
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12.7 


12.8 


a E E A 
(x-1)? 311? 


b) A TA | 
ES e 2x 4 4 
l 2 
c) —+31lnixl—3lnix+1l+ + k 
x x+1 
dn dn EA 
2 x—1 4 x+2 


2Inlx — 11+ 1n (x2 + 6x + 10) + arctg (x + 3) + k 


2 


3 
2Zmixi- 1 1m(2+20+5)+ — arctg A+ 
5 5 10 


TE 


2 In (é + 6x + 12) — — arc tg EE 


3 43 


A AA 
2 2 


2Im1x=11+ $ In OÊ + 2x + 3) + — are tg as +k 


V N 


In x — 21 + In? +20 +4)— — arctg ŽL 


y2 "3 


+k 


7. e 8. Verifique o resultado encontrado por derivação 
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— cos 9x _ cos 5x E sen 2x _ sem 8x 
18 10 4 16 

3a y —cos 3; $ 

sen IEA d) cos3x cos x 
6 2 6 2 

—cos(n+m)x cos(n—m)x — cos 2nx 

co CAUSE à iripaaio; 
2(n+m) 2(n— m) 4n 

—C082x . cos óx AS 4x 
8 24 16 


sen 6x E sen 4x , sen2x 


24 16 8 


2. O (observe que o integrando é uma função ímpar) 


+k 


+k 


e) 


P + E 


X 
+>+k 
8) 4 


3. OsenZm;mnsen=m 


12.9 


—sen Y cos? X cos? x sen X cos x Sen x 


y CCC AUS A 
6 24 16 16 


x  sen8x 
3 > 
x |. sen6x sendx  senl0x sen2x 


JE SEE st 

8 4 24 16 80 16 

sen x + sen 9x m sen 7x +k 
2 36 28 


+ (Lembrete: sen 4x = 2 sen 2x cos 2x) 


h) 


33, 2 j sendx 2 | 
q sent IFK b) sen x B «sen? x — E sen? x +k 


y) 
sen”? x 
+k 


+k d) — In|cos x| — 
=] 4 l 


__a7+k f) arctg(sen x) + k 
x 4sen” x 


12.10 
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sec x sec x, 
6 4 6 


6 
1. a) a Hi b) 


6 4x sec? 2x _ sec 2x 


2 


7 
sec*3x 1 
d) + In|cos 3x1] +k e) Bjsecx +k 
t 1 1 Xx 
$) —In|cos + —— -——3— + k g) tgx+ +k 
sec" x  4sec” x 3 
5 5 3 
sec” 3x Sa E e: 
h +k i) >- +tgx-x+k 
ET: dar q A 
3 
c? to) 3 xtg O 3 
r E FBE SENEE e A 
4 8 8 
—cosec x cote x l 
3. a —— > Inosec x+ cotg x| + k 
—cosec xcotex 1 
b) + Injosec x + cotg x| + k 
—cotg? x 
c) ——= +cotgx+tx+k 
12.11 
tg 1 
| 2+sen x a N 
L = +k E. nle 
4 2— sen x É lia 
= E N 


3. 2[In(1+c0s x)- cosx]+k 


4. In|2secx+3]|+k 


De Em ES z) +k 
2 6 6 
E 
2 2 tg 2 +1 
6. ——arctg +k 
N3 y3 


CAPÍTULO 13 
13.1 
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+k 


LE yy j EE cd Esc) 
dar 8 2 3 3 
177 2x (2-1 447 287 
pd => ria] == i) E 
Pg Y | E ] jr Pg 
T ” 
D) = m) Amr 
2 
13.2 
2 ne 
dg | o p 1687 97 D so q TE 2) 
7 2 
497 ) 887 
PESA q A == 
p z g) 1) E 
376 416 T a T ST 
2 2m p E A y SE da 
o 4 pr A > Pe ) 0) o. 7% 
13.3 
3 x | P 
L DP LH A 4 — 
3 3 12 4 
13.4 
T 
1. a) ale? +4=e2] b) 47R 
e) 37 [Bv2 In (v2 +1) d) [17417 545] 
13.5 
ar j La] 
Ll. € 22/21) Pra c) 1+41+e? = 2 a E SR 
3 3 1+41+e? 
A E A l > 
d) 2123-4341 E e: 
Bi e Taa e e) ate e7!) 
Pihi A aos 
+31 +e* 
IL cc À 
2. [245 +In(2 +45 )|m) 
2 
13.6 
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l. a)N5 b) 442-2 c) 4 d) HZ +1) e) N2(e7 —1) 


2. 2 [245 +In(2+ 4/5 K m) 
13.7 
l. a) b) 
0 I 
c) d) 
5 
1 das 
e) 
g) 
i) 
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l) m) 


n) O) 


2.4) p = tg20 b) p= sen? 0 


c)p = 1 — cos 
97 x T 
ES a b) 1 a. dE 
LÃ m 5 
4. a) área = [3 (2- cos 0)? do + |z (1+ cos 0)? do=" -343 
0 == 
T—2 943 _ 42 87 743 
D- dna Ol- Dao 
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13.8 


13.9 


bo 


11. 


l i 
> área=> | g? 
2 J0 


dO — 


l 
1f o4 do= 
2 Jo 


T 
= +In2 
fé [2 sen 29 — tg 20] d0 = 1 tn 


e 
15 


4 


Taça dE FUE 
im +1 + In(77 + ya? + 1) 


Ja(1— e=27) 


4 
Ja 
| 2.13 
2-4 + 
A 3 
3 3 


Os volumes 
27 


Va pe Vy = y 


em 
23-19) = 


torno 


dos 


x e y são iguais: 


eixos 
147 y NE 3m 
=— A área é (22? — 1?) = —. 

4 4 


= 


28 
Portanto, X = Ye = DE (Compare esta solução com a do Exemplo 4.) 
x 
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12. pela simetria da figura, x. = 0; y, = 
| l 16 
Ve = d] y? dx= 27) (4— 4x2)dx = 
-1 0 
13. _ 2kRsen0 


~ _ 2R(1 — cos8) 


Vx 


27 área 


. Como área = m e 


T 


8 
, resulta, Ye = —. 
3 37 


Xc = e Ye , em que 0 = arctg q. 
E 30 i $ 
14. Sejam Yio Yo. € Ye as ordenadas dos centros de massa de 4,, A, e A, 
V. Y. 
respectivamente. Então, Vie =— dt 2 = <. Segue 
27 (área ) 2x(áreaÃo ) 
Yle (áreaAı ) + vo (área ) Ve 
que Ye = r A a F i 
áreaA; + áreaA) 21 (áreaA) 
3 19 
La: Xç=— Ye =— 
2 10 
16. i 45 
$ Fazendo u = 1 + x, resulta 0 < u < 4 e 0 < y < u’. Área = 64/3; wa 4n e 


CAPÍTULO 14 


14.2 
1. a), b), 0), f) 
3. a) x(t)=10ux(t)=-1 
b) x(t)=0 
c) y (x)= -1 
d) Não há 
e) x(t)=1 
P x(0=0,t>0 
14.3 
1. x()=0 
2. x(t)=00ux (t) = 1 
3. Náo há 
4. Náo há 
5. Náo há 
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DA F e 


4 
V, = 12871. Portanto, u, = 3 e ye = ——. Segue que x = 2 e€ ye = 


th | (XS) 


6. x(t)= 1 0ux (t) =-1 


14.5 
t2 =j 
l. a)x=ke? b) y(x% = 0ou y (x)= 
) ) y (x) i EE 
x3 p 
El PER d)T(t)=Ke “+10 
e) x=? +k Py=kx 
o 24 
g)x(t) = —1 ou m a h) y = ln (x + k) 
1—ke2 
i)v(t) =00u v(t)= - Px=itnf-1+k 
| — ke” 


9 
D y= te (nky), -Z < In kx < Z m) s=m[ Ds] 


pa - 


EE 
| 3y4 


n) u = | +k 0) x=k Vi +t? 


5 
p) y = arc tg (x + k) q) x = arc sen +] 


ba 


T 3 T T 
r) gy =x+k > <y<idetgy= tg — Tr) e GEN AE 


- 


resulta: tg (y — 11) =x+k ou y = TT + arc tg (x + k) 


2 (ke* —1) 

s) v () = —2 ou v () = ——————— 

di ref 

t) w=cln|v| 

2 ke?%t 
u) x(t) = —2 ou x Me qa 
2. a) y=-n[ +- x) b)y(x%Ņ=2,xER 
e 
— 994x 
c) y= l d) PS iaa de 
E a + 3+ ed 
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10. , = 


11. 


12. 


al 
y X + l 


A queda do corpo é regida pela equação m Ê 


— = mg — av ou 10 


1 , 
T = 100 -av e sabe-se que v (0) = 0 e v (1) = 8. Tem-se: 
i / at \ 
100 EF > : > 
v(t) = — |l—e 10| em que q é a raiz da equação 
a 
o 
25 o 
SiN le 10) 
y = xe! T * (veja: a reta tangente em (x, y) tem equação 
Ty 
Y- y= Em (X—x) para X = 0, Y = x, dă 
dx 
dy dy + i 
xy — y = — y ou + ==). 
dx dx X 
y=2x 
¡700 « 
t 
¡700 e 35 -— x 
vt) = — = sendo q a raiz da equação 
Va N 700 a P 
4700 a 
o 1700 e 35 —1 
Va (700 a 
l+e 35 


. y = 2x” (veja: o coeficiente angular da reta tangente à curva no ponto (x, y) 


dy X 
de a equacáo diferencial associada ao problema é, entáo, 
x 2y 
dy 2y 
dx X 
= 
y= 4x4 +5 
| ” 
LESS Yo 
xr =-2 In y 4-y2,0<y<2 
y 
E =hkly!; 5 4 
Em +! observe que y (x) = 0, x > 0, e y (x) = 0, x < 0 são também 
soluções 
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E 
13. Sugestão: Faça u = — 
x 


14.6 
1. a)x=ke'+>2 
l 


2 


b) x=ke" + 


c) x= ke “ost 
d) x=kt+é 


e) y=ke*+x-=1 


DP T=ke*+3 
9) x= ke -— (sen t + cos f) 
h) y=ke 2 + - (cos 2x + sen 2x) 
i) y= ke ey 
J) sap Ea 
: V x +1 
2. a) E 
Q = ke RC 
b) aih, 
Q= ke RC + CE 
3 Wa 
i = —|l-e L 


E y 
r=80(-) +20 


5. a) c) = E 0.08: 


b) 8,3287% a.m. 


6. C (t) = 20.000 - 3! 
$) 
7. _l0ln2_ anos = 17 anos 
In 3 — In 2 


764 


8. a — 3 at é > A > m 2 
x(t)=— (e 1) em que q = In — 
a 3 
| 
= y=x+t— 
Xx 
CAPÍTULO 15 
15.1 
(x) 
si Aplique o teorema de Rolle a A (x) = A : 
g(x 
6. Verifique que o valor máximo de f não pode ser estritamente positivo e o 
valor mínimo estritamente negativo. (Veja: se o valor máximo f (x4) fosse 
estritamente positivo teríamos x, em Ja, bl, logo, f(x,) = O; seguiria, 
então, f” (x1) = f(x) ...) 
15.2 


1. Quaisquer que sejam x e y em I, com x X y, f será contínua no intervalo 
fechado de extremo x e y é derivável no intervalo aberto de mesmos 
extremos, então, pelo TVM, existe x no intervalo aberto de extremo x e y 
tal que f(x) — f(y) =f' (x)(x — y). Da hipótese | f(x) | < m no intervalo 
de I, segue | f(x) - f() | <M|x- y] 


5. aj0e4 
b) Náo 


6. Suponha que x, e X», x, Ź x, sejam pontos fixos e aplique o TVM 


CAPÍTULO 16 
16.1 


L. Di+ (1-1) 


b) x 


Dar (x-8) 
12 


d)1+x 
e) 1 
f 1-x 
2. a) 2,00025; 1,/4,001 — 2,000251 = 107? 
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16.2 


16.3 


b) 2,000025; 15/32,002 — 2,0000251 = 10"? 


c) 0,02; | sen 0,02 — 0,02 | < 107? 

d) 1,001; | e% — 1,001 | < 10º 

e) 1; | cos 0,01 - 1|<10* 

f) -0,01; | In 0,99 — (-0,01) | < 104 


2 Mitra a E, RD PE, 
2 3 9 


a) x-——x 


to | — 


d1+2 e) 2226-45-2u-8 Dx g) ao. 
4 64 2 


a) 0,255; | In 1,3 — 0,255 | < 10”? (Utilizamos o polinômio de Taylor de 
ordem 2 de In x em volta de x = 1.) 


b) 2,02484; 1,/4,1 — 2,024841 = 107? 


c) 1,97484; 1./3,9 — 1,974841 = 10" > (Utilizamos o polinômio de 
Taylor de ordem 2 em volta de x, = 4 de x.) 


d) Utilize o polinômio de Taylor de +; x , de ordem 2, em volta de x, = 8. 


f) 0,1;|sen0,1-0,1|< 10º. 


a) O 
b) + oo 
ed E Ad 4 
dust A e 
3! 5! 2! 4! 


c) PE PEA E A A E 
2 3 4 5 


» 5 22 
d) 1 E ei it = 1? + —(x-1y BRs a 14 += (x- 1 
3 9 81 243 729 


=1) à =1)(a—2 -la—210—3 

e) io 4? pare) a a a A cd ag t+ 
2! 31 4! 

ate a Zappa 4) a 


S! 


+ 
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O polinómio de Taylor de ordem n + 1, de sen x em volta de x, = 0, é (n 
2. ímpar) 


n—l qa 


5 
x` x> X : 
— —...(—1) 2 —. Assim 
3! 5! n! 


n—l r > ,— 
y3 y5 y” m fm+2) (x) (n+2 
a SO n! (n+)! ` 


Como | ft" +2 (x)1 = 1 (por quê?), segue a desigualdade. 
3. Pelo exercício anterior 


n-—1 
sen 1 — + (ED) 2 2 a bo Basta 


3 5! n| (a+ 2) 


determinar n, por tentativas, de modo que ———— 0-3. 
(n+ 2)1 


4. No Exercício 2, substitua x por x?, assim 
a n—1 >) ) 
6 10 y2n xen+4 


sen x? — x* - —+—=..(-1) 2 - E 
3! 5! n! (n+2)! 


| ' E — y2n | y2n+4 
f sen xe dx — | (x* — — + ...(—1) 2 a= | ———— dx 
0 0 3! n! o (n + 2)! 


1 x2n+4 1 
Como | ————— dx = ——————————, basta determinar n, por 
0 (n+2)! (2n + 5(n+ 2)! 


tentativas, de modo que ——————— < 1073, 
(2n + S)(n + 2)! 


6. Verifique que 


p2n+l 
(2n + 1)! 


<= i 


apa „4 -6 „2n 

A X X X 
cos x — | 1 — — +— — —+..+ —l)” — 

2 4! 6! (2n)! 


Para x fixo, faça n tender a +o. 
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